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INTRODUCCION

El Instituto Superior para la Defensa “General Juan Pablo Duarte y Diez” (INSUDE) en aras de concretar
logros en el cumplimiento de su vision que reza: “Ser una institucion de Educacion Superior modelo de
excelencia en el desarrollo de las capacidades para la seguridad y defensa nacional”, entrega el libro
de Matematica Basica a las academias militares y a la sociedad. En consecuencia, este libro constituye
una guia para los actores de la educacion superior militar. Con este recurso didactico, los docentes y los
discentes tendran la oportunidad de garantizar la secuencia tematica y la unificacion de esfuerzos en el

desarrollo de las competencias y resultados esperados.

Este libro se sustenta en el nuevo Programa de Asignaturas Comunes Civiles aprobado por el Ministerio de
Educacion Superior Ciencia y Tecnologia (MESCyT) en el afio 2020. Esta programacién conjunta fortalece
la calidad de la formacion y se constituye en un pilar para alcanzar la excelencia en la profesionalizacion

militar.

El estudio de las matematicas es fundamental para el desarrollo intelectual de la persona. Mediante
los calculos matematicos y la resolucion de problemas, los estudiantes del nivel superior fortalecen el
pensamiento ldgico, el razonamiento y el sentido critico. Ademads, ejercitan operaciones mentales esenciales
y métodos de organizacion del pensamiento requeridos en el perfil del investigador, especialmente el

analisis, la sintesis, la induccion y la deduccion.

Existen evidentes aplicaciones de las matematicas en la vida académica, laboral y personal de forma cotidiana,
ya que muchos procesos habituales implican sumar, restar, multiplicar, dividir y hasta realizar calculos
mas avanzados. En la carrera militar se reconoce esta importancia, ya que es el sustento de contenidos
avanzados para asignaturas profesionalizantes vinculadas al empleo de las armas en operaciones bélicas
como, por ejemplo, el calculo de elevacion y desviacion de morteros, la planificacion de las operaciones

militares, de logistica y de los trenes de abastecimiento.



Conforme a la relevancia de la aplicacion de las matematicas en la vida militar, en el Plan de Estudio de la
formacion de los cadetes y guardiamarinas de las Fuerzas Armadas Dominicanas, especificamente en el ciclo
bésico, Matemética Basica (MAT-011) y Algebra Superior (MAT-012) tienen una mayor carga académica.

El libro Matematica Basica se elabord como respuesta al nuevo enfoque por competencias detallado como
fundamento en el modelo educativo INSUDE, el cual constituye un marco de accién cuyas premisas y
principios orientan las labores académicas a nivel de grado y posgrado, partiendo del reconocimiento de
nuestra mision prioritaria: la formacion de nuestros doscentes conforme a los avances de la ciencia y la
tecnologia. De acuerdo al planteamiento de Tobon (2006), quien afirma que las competencias significan
calidad e idoneidad en el aprendizaje, se focaliza el desarrollo de habilidades, destrezas, actitudes y valores
para que estos puedan dar respuestas eficaces ante problemas y situaciones complejas que enfrenta la
humanidad en pleno siglo XXI. Por tales razones, nuestra institucion asume las tendencias actuales de la
educacion superior nacional e internacional, las cuales reconocen la importancia de este enfoque, ya que

guian el aprendizaje de los doscentes como un proceso integral y continuo que dura toda la vida.

Matematica Basica estd dividido en 7 unidades, las cuales recogen con claridad los contenidos conceptuales
especificados en el programa de la asignatura, para que sean entendidos y logrados a través de las actividades
y ejercicios practicos de una manera efectiva. Estas programaciones les permitird adquirir las competencias

fundamentales, generales y especificas propuestas.

Es la aspiracion del Alto Mando, de los gestores de la Educacion Militar y del equipo editor, que este libro
de texto sea un instrumento util, y que realmente se puedan alcanzar los aprendizajes esperados para ser

mejores personas y profesionales, servidores de las Fuerzas Armadas y de la nacion.

) .
| J A ;
\_/ /4
FRANCISCO ANT.'(‘;VALLE PICHARDO
General de Brigada, ERD.

RECTOR INSUDE
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Competencias fundamentales

CF-1. Ejerce un liderazgo efectivo, basado en la disciplina, la CF-2. Aplica los conocimientos cientificos, tecnoldgicos y metodoldgicos para el ejercicio de sus
excelencia e integridad en sus funciones profesionales y las funciones y tareas asignadas.
relaciones interpersonales.

CF-5. Demuestra respeto por los derechos individuales y CF-6. Muestra capacidad de trabajo en equipo, colaborando de manera activa con las personas para
’ colectivos, como medio eficaz para garantizar la dignidad lograr un propésito comdn, considerando los diferentes puntos de vista del grupo y asumiendo la
humana, en correspondencia con los valores democraticos. responsabilidad compartida. .

Competencia general
CG-1. Evidencia capacidad de analisis y sintesis en la toma de decisiones y la resolucion de problemas propios en su ambito de desempefio

Contenidos Competencias especificas
1.1. Idea de conjunto. Notaciones. 1. Define la teoria de conjunto.
1.2. Formas de expresar un conjunto. Extensién y comprension. 2. Clasifica los conjuntos segun sus tipos.
1.3.  Relacién de pertenencia y relaciones entre conjuntos, sub-conjuntoy | 3. Identifica conjuntos especiales utilizando su
stper conjunto. definicién o caracteristicas.

4. Reconoce y diferencia los distintos tipos de
proposiciones.

5. Explicay justifica el proceso realizado para
determinar las operaciones con conjuntos.

Realiza operaciones con conjuntos segun
las propiedades.

7. Resuelve problemas relacionados con el
numero de elementos de un conjunto
partiendo de ejemplos de la vida cotidiana y
del contexto militar.

8. Utiliza correctamente las propiedades de las
operaciones con conjuntos.

9. Expresa argumentos matematicos sobre
propiedades de las operaciones con
conjuntos.

1.4.  Tipos de conjuntos. Clasificacion.

1.5.  Operaciones con conjuntos. Unidn, interseccién, diferencia relativa y
diferencia simétrica. Diagramas de Venn — Euler.

1.6.  Propiedades de las operaciones con conjuntos. 6




CF-3. Demuestra vocacion y compromiso para el servicio puablico en
materia de seguridad y defensa.

CF-4. Muestra sensibilidad ante los temas medio ambientales con el fin de preservar la
identidad nacional y los valores patrios. .

generar comprension y conocimiento desde una postura critica y ética.

CF.7. Gestiona informaciones de diversos temas relacionados con su ambito de desempefio, utilizando la tecnologia de la informacion y la comunicacion con el fin de

Resultados de aprendizajes

Distinguir las diferentes clases de ndmeros.

Explicar lo que entiende por conjunto y por conjunto universo.
Distinguir cuando un conjunto esta denotado por enumeracién y por comprension.

Utilizar los simbolos y definir proposicion.

Reconocer cuando una expresion es proposicion y cuando no lo es.
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Contenidos

Competencias especificas

UNIDAD 2. CONJUNTOS NUMERICOS

2.1 Conjunto de los nimeros naturales. Propiedades y operaciones
2.2 Conjunto de los nimeros enteros. Propiedades y operaciones

2.3 Conjunto de los nimeros racionales. Propiedades.

2.4 Numeros primos y compuestos.

2.5 Maximo comun divisor y minimo comUn multiplo

2.6 Operaciones con nimeros racionales

2.7 Conjunto de los nimeros reales. Esquema. Representacion grafica.
2.8 Intervalos de nimeros reales. Longitud, punto medio y gréfica

29 Nameros complejos.

Representa y opera con numeros reales.

Utiliza los numeros reales para la solucién
de problemas.

Conecta los conjuntos de ndmeros con el
uso dado en la carrera militar.

Aplica y comunica ideas y conceptos
del conocimiento cientifico a raiz de su
aprendizaje numérico.

Define problemas y realiza conexiones con
situaciones similares o diferentes dentro del
contexto militar y social.

UNIDAD 3. POTENCIACION Y RADICACION

3.1.  Definicién de potencia y propiedades. Elementos

3.2.  Operaciones con potencias

3.3.  Teoria general de exponentes: Cero, Negativo y Fraccionario
3.4.  Operaciones combinadas de potencia

3.5.  Potencia de base diez

3.6.  Definicion de radicacion. Elementos

3.7.  Propiedades de la radicacion

3.8.  Operaciones con radicales

3.9.  Racionalizacion

Reconoce la potenciacion y radicacion de
numeros enteros.

Realiza calculos en los que intervengan
potencias utilizando las propiedades mas
importantes.

Resuelve problemas para los que se
precise la utilizacion de operaciones con
potencias, realizando célculos y valorando
la adecuacion del resultado al contexto.

Identifica la potenciacion y la radicacion
para representar situaciones matematicas y
no matematicas.

Determina las propiedades de potenciacion
y radicacion de nimeros enteros.

Identificar la radicacion como una
operacion inversa a la potenciacion.

UNIDAD 4. EXPRESIONES ALGEBRAICAS Y OPERACIONES

Ll LN
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4.1, Constante, variable y expresion algebraica

4.2.  Término. Elementos de un término

4.3.  Términos semejantes y términos diferentes

4.4,  Adicién y sustraccion de términos semejantes

4.5, Evaluacion de expresiones algebraicas

4.6.  Operaciones con expresiones algebraicas que contienen simbolos de
agrupacion

4.7.  Polinomios. Definicion y operaciones

Utiliza las expresiones algebraicas, sus
propiedades basicas y operaciones para
representar una situacion real.

Identifica expresiones algebraicas.

Clasifica expresiones algebraicas de
acuerdo al niumero de términos.

Realiza traducciones del lenguaje ordinario
al lenguaje matematico.

Construye expresiones algebraicas a partir
de situaciones dadas.

Comprende el problema, traza un plan de
solucién (uso de diferentes estrategias),
resuelve el problema y verifica los
resultados.

Resuelve problemas verbales por medio de
expresiones algebraicas.

B il




Resultados de aprendizajes

Identificar los distintos conjuntos numéricos
Colocar cada niimero en su conjunto correspondiente.
Realizar operaciones dependiendo de las combinaciones numéricas.

Interpretar y utilizar los nimeros reales en diferentes contextos, eligiendo la notacién y la aproximacién adecuadas en cada
caso.

Reconocer, representar, ordenar y operar con nimeros reales.

Expresar en forma de intervalo un segmento de la recta real, y viceversa.
Definir nimeros complejos.

Identificar nimeros complejos en sus diferentes formas.

Identificar la potenciacion y la radicacion en contextos matematicos y no matematicos.

Reconocer las leyes de las potencias

Aplicar las leyes de las potencias en la simplificacion de operaciones matematicas

Usar la potencia de exponente natural como un producto repetido.

Aplicar las propiedades de las potencias.

Comprender enunciados para resolver problemas en los que hay que utilizar el calculo de potencias.
Resolver expresiones con potenciacién y radicacion entre nimeros reales.

Entender el uso de la radicacion para realizar operaciones inversas a la potenciacion.

Identificar expresiones algebraicas.

Traducir del lenguaje algebraico al lenguaje ordinario y viceversa.

Evaluar expresiones algebraicas usando diferentes modalidades de calculo.
Identificar y simplificar expresiones algebraicas semejantes.

Valorar el lenguaje matematico como una forma de ampliar el vocabulario para una mejor comunicacion e interpretacién de
situaciones de la vida cotidiana, de las matematicas y de otras ciencias.

Mostrar interés en los procesos mentales y la resolucion de problemas matematicos que involucren lenguaje algebraico.
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UNIDAD 5. PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES. FACTORIZACION

5.1. Factores y productos notables
5.2. Divisores y cocientes notables
5.3. Descomposicion factorial

UNIDAD 6. ECUACIONES

6.1.  Ecuaciones de primer grado
| 6.2 Ecuaciones de sequndo grado
6.3. Sistemas de ecuaciones lineales

UNIDAD 7. TRIGONOMETRIA

| 7.0 Razones trigonométricas de un angulo agudo

7.2.  Razones trigonométricas de angulos notables

| 7.3.  Calculo de un angulo agudo a partir de los lados en un tridngulo rectangulo
| 7.4, Tridngulos rectangulos en la resolucion de problemas
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1. Identifica productos notables en expresiones algebraica. Enunciar las propiedades de las raices

2. Expresa el desarrollo algebraico de un producto notable. ylfaCTOFQT de un pollnom(;o e identifica

3. Resuelve situaciones probleméticas que demanda la aplicacién de productos €l caso al que corresponde para
notables factorizarlo.

4. Utiliza Productos y Cocientes Notables para simplificar la multiplicacion y gig||Igaglojec%n\?g;vggtli?j?;cn%s en
divisién de dos o mas expresiones algebraicas. Utiliza la factorizacion como _ g '
herramienta para la simplificacién de las fracciones algebraicas. D|sfrutgr al mlodeblar_y operar |

5. Emplea definiciones, reglas, algoritmos en la resolucién de operaciones de EXPresIones algebraicas faclonales
factorizacion e irracionales a partir de situaciones

o . o problematicas dadas.

6. Resuelve situaciones problematicas de su cotidianidad y del que hacer
cientifico usando métodos de factorizacion.

1. Resuelve y compara ecuaciones enteras de primer y sequndo grado. Utilizar el opuesto aditivo e inverso

2. Soluciona problemas utilizando ecuaciones de primer grado y segundo grado. mU'“P“Cat'Vg enla 50'““3“ de

3. Reconocer y solucionar ecuaciones de 2° grado incompletas y completas. Ecualuones tfl primer gra_ 0. |

4. Interpreta graficamente las soluciones de una ecuacion de segundo grado. €solver problemas que involucren

_ "~ ecuaciones de primer y segundo grado.
5. Calcular la suma y el producto de las soluciones de una ecuacion de segundo . .
. Resolver ecuaciones de primer grado en
grado sin resolverla. . .
T ) ) ] ] una variable con coeficientes reales.
6. Discrimina los diferentes tipos de ecuaciones lineales. . .
B , ) Establecer la diferencia entre

7. Presenta cada paso en la resolucion de ecuaciones lineales. igualdades, identidades y ecuaciones.

8. Elabora modelos que den lugar a ecuaciones lineales a partir de situaciones
dadas.

9. Evalla ecuaciones y sistemas de ecuaciones con dos o mas incognitas,
mediante la descripcion analitica y grafica

10. Resuelve situaciones problematicas de su cotidianidad y del quehacer
cientifico usando ecuaciones lineales.

1. Aplica los procedimientos para obtener las funciones trigonométricas de Explica el desarrollo y la importancia de
angulos cualesquiera. la trigonometria en el desarrollo de la

2. Explica cdmo se resuelven situaciones de la vida cotidiana y militar usando humanidad.
las funciones trigonométricas. Determina las funciones trigonométricas

3. Representa graficamente las funciones trigonométricas en el circulo de un angulo cualesquiera.
trigonomeétrico. Representa graficamente las funciones

4. Representa de manera gréfica las variaciones de las funciones trigonometricas.
trigonométricas. Conecta. Comprueba identidades

5. Relaciona la trigonometria para aplicarla en la solucion de situaciones dentro trigonometricas.
de la matematica, en contextos diversos de ciencias, de la vida diaria y Demuestra las identidades
militar. trigonométricas.

6. Desarrolla estrategias para representar su entorno en la resolucion de Utiliza identidades trigonométricas en
problemas tanto hipotéticos como reales, mediante el uso de los la resolucion de problemas.

7. teoremas de Tales y Pitagoras, asi como por criterios de semejanza y Utiliza los teoremas del seno y el
congruencia de tridngulos. oseno.



Unidad 1

Introduccion a la teorio
de conjuntos




Contenido:

11. Idea de conjunto. Notaciones

1.2. Formas de expresar un conjunto. Extension y
comprension

1.3. Relacién de pertenencia y relaciones entre conjuntos.
sub-conjunto y sUperconjunto

14. Tipos de conjuntos. Clasificacion

1.5. Operaciones con conjuntos. Unidn, interseccion,
diferencia relativa y diferencia simétrica. Diagramas
de Venn - Euler

1.6. Propiedades de las operaciones con conjuntos

Introduccién:

En esta unidad estudiaremos la Teoria de Conjuntos que es
teoria matematica donde se estudia cierto tipo de objetos
llamados conjuntos y algunas veces, a otros objetos deno-
minados no conjuntos, asi como a los problemas relacio-
nados con estos. Estudiar esto es sumamente importante
pues a partir de esta teoria se construye toda la matema-
tica.

En esta primera unidad se ofrece el concepto de Conjun-
tos de una forma activa, con las actividades propuestas se
pretende adquirir los conceptos relativos a la representa-
cion en diagramas y llaves, definicién de conjuntos, y ope-
raciones entre conjuntos.

13



Idea de conjunto. Notaciones

Conjunto

En la Teoria de Conjuntos el primer concepto bésico es el de conjunto. Un conjunto
es una coleccién de elementos pertenecientes a una categoria definida. El concepto
de conjunto es fundamental en el estudio de las matematicas, el mismo se encuentra
implicito o explicito en todas sus ramas.

Los objetos que forman al conjunto son nombrados elementos del conjunto o miembros
del conjunto.

Todo conjunto es una coleccion de objetos, pero no toda co-
leccién de objetos es un conjunto.

Un conjunto puede ser algo que en realidad no existe, algo
Unico o agrupar mas de un elemento, llegando incluso a ser
infinito.

Por ejemplo:

e Los colores primarios — Conjunto finito de 3 elementos.
e | os numeros naturales — Conjunto infinito.
e Satélites naturales de la Tierra — Conjunto de un elemento o Unitario.

e Personas capaces de respirar de manera natural bajo el agua — Con-
junto vacio, no posee elementos.

Los conjuntos se denotan con una letra mayuscula y sus elementos se
encierran entre llaves.

A = {Rojo, Azul, Amarillo}
N={1,2,84,5 ......cc.cococeiii }
F = {La Luna}

Q = {d} ; el simbolo & se utiliza para denotar los conjuntos vacios.

PRACTICAR:

1. ;Coémo se llama el conjunto que tiene 52 semanas?

2. ;Como se llama el conjunto que tiene 7 dias?

3. ¢Como se llama el conjunto que tiene 12 meses?

4. Soniguales o semejantes los conjuntos sefialados en los ejercicios 1y 37 Justifica

tu respuesta.
5. Escribe un ejemplo de cada uno de los siguientes conjuntos:
a) Finito
b) Infinito
c¢) Unitario
d) Vacio

Introduccién a la teoria de conjuntos




Formas de expresar un conjunto.
Extension y comprension

Los conjuntos pueden ser expresados por extensiéon y por comprension.

Extension: Cuando nombramos los elementos que for-
man el conjunto.

A = {Rojo, Azul, Amarillo}

Comprension: Si utilizamos un enunciado con las carac-
teristicas de los elementos que forman el conjunto.

= {x/x es un color primario} Este enunciado se lee “x tal
X es un color primario”.

También podriamos hacer una descripcién simple como:
N = {Es un nimero Natural}

2.:7:.% PRACTICAR:
1. Expresa por extension los siguientes conjuntos:
a) {x/x es uno de los padres de la Patria Dominicana}

b) {x/x es un numero par mayor o igual que 2 y menor o igual que 8}

c) {x/x esuna vocal de la palabra “Murciélago”}

d) {x/x es un color de la Bandera Dominicana}

e) {x/x es una estacion del afio}

2.- Expresa por comprension los siguientes conjuntos:

a) {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domingo}

b) {a, e, i, o, u}

c) {1,3,5,7,9) Q

d) {2,357}
e) {a b, c,d, e}

Introduccién a la teoria de conjuntos




Relacion de pertenencia y
relaciones entre conjuntos.
Subconjunto y superconjunto

Contenido o pertenencia

En lenguaje conjuntista se utilizan simbolos, por ejemplo para indicar que el nimero 5
pertenece al conjunto de los numeros Naturales podriamos escribir: 5 € N; para indi-
car por ejemplo que el numero — 5 no pertenece al conjunto de los numeros Naturales
escribimos: -5 & N

€ se lee: “Pertenece a”

& se lee: “No pertenece a”

Relaciones entre conjuntos.

Cuando todos los elementos de un conjunto estan contenidos en otro se denomina Sub-
conjunto y se denota con el simbolo C, asi por ejemplo si tenemos:

A={0,1,23,4,56,7}
B=1{2 4,68}

Escribimos B C A para indicar que B es subconjunto de A, ya que todos los elementos
del conjunto B estan contenidos en el conjunto A.

Conjunto A

Conjunto B AT

¥

El Stperconjunto es el conjunto que contiene a un conjunto con menor o igual cantidad
de elementos, en el caso del ejemplo, A seria el Superconjunto, pues contiene a B.

Escribimos A D B para indicar que A es Superconjunto de B.

También podemos hacer la negacion tanto de los Subconjuntos como de los Supercon-
juntos.

A ¢ B indica que A no es Subconjunto de B ya que no todos los elementos de A perte-
necen a B.

El simbolo ¢ se lee: “no es subconjunto de”

Mientras que B ® A nos indica que B no es Superconjunto de A al no contener todos los
elementos de A.

El simbolo ® se lee: “no es stperconjunto de”
Se considera al conjunto vacio como Subconjunto de todo conjunto, as:

{d} C Ay también {J} CB

Introduccién a la teoria de conjuntos




PRACTICAR:

1.- Teniendo en cuenta los conjuntos A ={a, b,c,d, e, f};B={b,c,d,e} yC={c, d},
establece el valor de verdad en cada caso:

a) ACB
b) BCA
c) ADC
d C¢A
e) B®C
) beA
9) c&A
h) e¢B
i) feB
) fEA

2.- Escribe dos conjuntos numéricos o literales en que se dé la relaciéon de subconjun-
to y superconjunto entre ellos, expresa la relacion en lenguaje simbdlico.

3.- SiP={1,23,4,5yQ={2, 4, 5} analiza las situaciones de subconjunto y super-
conjunto entre ellos.

Conjunto P Conjunto Q Conjunto R

4.- Dado R = {1, 2, 4} establece la relacion con los conjuntos P y Q del ejercicio anterior.

5.- Expresa simbodlicamente la relacion entre el 5 y los conjuntos P y Q del ejercicio 3.

4 )

- J
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Tipos de conjuntos. Clasificacion

Conjuntos iguales: son los que tienen los mismos elementos y en igual cantidad.
A={a,b,c,def}

B={a,b,c,de,f}

C={a,f e c,d b}

A=B=C

Note que el orden que aparecen los elementos no tiene relevancia para determinar la
igualdad entre conjuntos.

Conjuntos Comparables: Dos conjuntos son &
comparables cuando uno es subconjunto del
otro.

A = {Invierno, Primavera, Verano, Otofio}
B= {Invierno, Verano}

Ay B son comparable ya que B es subconjunto
de Ay A es sUperconjunto de B.

Conjuntos incomparables: Dos conjuntos son
incomparables cuando ninguno es subconjun-
to del otro aunque tengan elementos comunes.

A=1{a, b,c,d}
B={c, e, f}

A& By B¢ A aunque tengan como elemento comun a c.

Conjuntos equipolentes: son los que poseen el mismo nimero de elementos aunque
estos no sean iguales.

Asi, los conjuntos A = {los dfas de la semana} y B = {a, b, c, d, e, f, g} son equipolentes
por tener ambos 7 elementos.

I

—— -

Conjuntos disjuntos: son los que no tienen ningun elemento
en comun.

Si A = {x/x es un color primario} y B = {lunes, martes, miércoles,
jueves, viernes, sabado, domingo}

A'y B son disjuntos al no tener ningun elemento en comun.

Conjunto universal o referencial: Este conjunto depende del contexto o situacion
estudiada y contiene todos los elementos de los conjuntos dados, ésea todos los con-
juntos de una situacion estudiada son subconjuntos de él, se denota con una U o una R.

AsisiA=1{0,2,4,6,8yB={1305,7,9}
El conjunto Universal o referencial seria: U = {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9}

Note que ACUyBCU
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Conjunto unitario: es el que tiene un solo elemento.
A = {es el satélite natural de La Tierra}
Conjunto vacio: es el que no tiene elementos.

B = {x/x es un satélite de Mercurio} se denota con el simbolo {J}

Conjunto Finito: Son los que tiene una cantidad determinada de elementos, por
ejemplo A = {x/x es un nimero par mayor que 0 y menor que 9}, en este caso los
elementos son: 2, 4, 6 y 8, el mismo tiene solo 4 elementos.

Conjunto Infinito: son los que tienen una infinita cantidad de elementos, 6sea
no se puede establecer un ultimo elemento.

N = {x/x es un numero Natural}

Comunmente asignamos esta clasificacion a conjuntos que no los son, como las
hojas de un arbol o las particulas de arena de un desierto, si bien es cierto que
es muy dificil determinar con exactitud estas cantidades definitivamente hay en
cada caso un ultimo elemento.

Familia de conjuntos: es un conjunto cuyos elementos son a su vez conjuntos, por
ejemplo:

A={{a,b} {a, c}, {b,c}}
A = { x/x son las posibles combinaciones de dos elementos con las letras a, b y c}

Conjunto potencia: es el formado por todos los subconjuntos posibles de un con-
junto dado, debemos tomar en cuenta que el conjunto vacio es subconjunto de todo
conjunto y que todo conjunto es subconjunto de si mismo. La cantidad de elementos
(subconjuntos) de este tipo de conjuntos viene dado por la expresion: P = 2", donde
n representa el numero de elementos del conjunto original y P la cantidad de subcon-
juntos posibles.

AsisiA={1,2, 3}
P={{g}, {1}, {2} {3}, {1.2},{1.3},{23},{1,2 3} }
Note que tiene 8 elementos.

P=2-8

PRACTICAR:

1. Escribe 2 conjuntos equipolentes numéricos.
2. Escribe dos conjuntos que sean comparables y represéntalos graficamente.
3. Escribe 2 conjuntos equipolentes en referencia a una casa y una oficina.
4. Escribe 2 conjuntos que sean incomparables, y represéntalos graficamente.
5. Escribe 2 conjuntos que sean incomparables pero con un elemento en comun.
6 A: TOMA B: MATO
Conjunto A Conjunto B
¢ Como son estos conjuntos tomando en cuenta las letras de ambas palabras?
- equipolentes - iguales - comparables - con los mismos elementos.

¢ Coémo lo graficarias?
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Operaciones con conjuntos.
Uniodn, interseccion, diferencia
relativa y diferencia simeétrica.
Diagramas de Venn - Euler

Operaciones de conjuntos y propiedades
- Unidén - Diferencia
- Interseccion - Diferencia simétrica

Unidn de conjuntos
Sitenemos un conjunto A = {1, 2, 3, 4} y otro conjunto B = {3, 4, 5, 6} y los unimos, tendremos

lo siguiente {1, 2, 3, 4, 5, 6} el conjunto “unién A + B”. La unién se representa o simboliza
mediante el signo “U”, por lo tanto AU B = {1, 2, 3, 4, 5, 6} aunque los elementos 3 y 4 apa-
recen en los dos conjuntos, estos no se repiten en el conjunto union. Su gréfica seria A U B.

Cuando se trata de
unién de conjuntos
se subraya o
sombrea todo.

AUB

Diferencia de conjuntos
Dados dos conjuntos: Py Q se denomina “diferencia de P para Q" (P — Q) al conjunto de
todos los elementos de P que no son elementos de Q.

P=1{56,7} Q=1{4,5, 6} P-Q={7} Q-P = {4}

- Elementos de P que no estanen Q — 7
- Elementos de Q que no estanen P — 4

En la diferencia se
subraya o sombrea
solo la parte del
primer conjunto que
no esta en el segundo
P Q P_Q conjunto.
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Interseccién de conjuntos
La interseccidon de dos conjuntos se obtiene cuando dos conjuntos determinados se “co-
nectan”, como vemos en estos ejemplos:

Q

AUB

El resultado de esa interseccion es otro conjunto.
La forma simbdlica de representar una interseccion es con el simbolo N.
Observa que solo se subraya o sombrea la parte que es comun a los dos conjuntos.

Diferencia simétrica

Hemos visto y descrito tres operaciones con conjuntos: unién, diferencia y la interseccion.
Cuando realizamos una adecuada combinacion de estas tres operaciones obtenemos lo que
se conoce o lo que nos conduce a la “diferencia simétrica”. Veamos estas combinaciones:

A=1{2,3,4,5} B={1,2, 3,4}
ParaAUB ={1, 2, 3, 4, 5,} (unién)
AN B ={2, 3, 4} (interseccion)

Si aplicamos ahora el concepto de diferencia entre AU By A N B esto es igual a {1, 5}

Podemos notar que este nuevo conjunto resultante tiene elementos de la union, pero que no
estan en la interseccion.

La expresion (A U B) — (A N B) se escribe A A B: en donde el simbolo A significa “diferencia
simétrica” AAB={15}

El complemento de conjunto es igual a la diferencia de conjunto, sélo que el
complemento esta referido al conjunto universal o referencial.

Complemento R

Si un conjunto A es un subconjunto del conjunto universal, en- e
tonces el complemento de A' denotado por A' esta formado

por los elementos que le faltan al conjunto A para ser igual al

universal. *
Observa la figura 1 y responde, ;cual es el complemento de

A? L1S)

Figura 1
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John Venn
(1834 - 1923) fue un

matematico, l6gico
y filésofo inglés.

Leonhard Euler
(1707 - 1783)
matematico, fisico,
astronomo, geografo,
l6gico e ingeniero
suizo.

Operaciones combinadas de conjuntos

Las operaciones de conjuntos pueden también verse de manera combinada, en este caso
la prioridad depende de los paréntesis y de los complementos, una vez resueltos estos, se
opera de izquierda a derecha.

Veamos:
ParaU=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}
A=1{0,2,3,4,5 B={0,1,6,7}
Determinar: (A U B) - (B'N C)’
Empezamos resolviendo el paréntesis de la izquierda, la unién entre los conjuntos Ay B

C=1{0,1,28,9}

(AUB)=1{0,1,2,3,4,5,6,7}

Para resolver el paréntesis de la derecha primero debemos resolver el complemento de B
B'={23,4,5,8,9}

Resolvemos ahora la interseccion entre el complemento de B y el conjunto C.

(BN C)=1{2, 8, 9}

Obtenemos ahora el complemento de este ultimo conjunto
(BNC)y=1{0,1,8,4,5,6,7}

Finalmente, la diferencia relativa entre los re-

sultados de los paréntesis (resaltados en azul) A

(AUB)-(B'NC) = {2}
>
e

Para los diagramas de Venn — Euler de las
operaciones combinadas conviene hacer la
operaciéon analégicamente y luego solo su-
brayamos o sombreamos el resultado final, to-
mando en cuenta la relacién que se da entre | u

las intersecciones de los conjuntos.

PRACTICAR:
1. Dados los conjuntos U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

A= {2, 4,6,8, 10} B={1,8 57, 10} C=1{1,5,9, 10}
Halla:
a.AUB e.A-B i.BAC
b.AUBUC f.B-A j- A
c.BNC g-A-C k.A'NB'
dANBNC h.AAB LL(A-B)U(A-C)U(B-C)
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2. Grafica en un diagrama de Venn — Euler los resultados del punto anterior.

3. Un estudiante del colegio realizdé una encuesta a 35 comparieros sobre el género pre-
ferido en las peliculas. Recolecto la siguiente informacion:

e A 12 estudiantes les agradan las de comedia.
e A 15 deficciony a 20 las romanticas.
Al analizar los datos encontré que:
e 3 estudiantes se inclinan por la comedia vy la ficcion.
e 5 por laficcion y el romance.
e 3 porlacomediay el romance.
e 2 comparten los 3 gustos.

Realiza el diagrama que genera cada situacion:

a. ;A cuantos estudiantes les agrada sélo la ficcion?

b. ;A cuantos estudiantes les agrada solo el romance?

c. (A cuantos estudiantes les agrada solo la comedia?

d. ;A cuantos estudiantes no les agradan estos géneros?
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Propiedades de las operaciones
con conjuntos

Las operaciones de conjuntos siguen las siguientes propiedades que pueden ser de mucha
utilidad a la hora de resolver operaciones con los mismos, especialmente si nos enfrenta-
mos a operaciones combinadas.

Propiedad distributiva de la unién respecto a la interseccion
AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Propiedad distributiva de la interseccion respecto a la union "

ANBUC)=(ANB)UANC)

Propiedad conmutativa de la interseccion
ANB=BNA u

Propiedad asociativa de la interseccion
ANBNC)=(ANB)NC

Propiedades del complemento nterseccion

a) AUA =U
) ANA =0 v v
c) (AUBy=A'NB
d) (ANB)=A"UPB ‘.
e) (A=A
Complemento Diferencia

P -]

-

% Mg = e
| 4 v I-n. el B
@ .ll r' I‘ .-II ?/ ;l :I
- S = == = \ \/ J
v ; ~ Operaciones \ 7

\#

___._
-~ e
Fi \

N XS \ ¥ 7
ApB B
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PRACTICAR:

1. Utilizando los conjuntos:
U=1{0,1,2,3,4,56,7,89 A={0,1,23,4};B={0,1,5,6,7} yC=/{0, 2,5, 8, 9}

Demuestra todas las propiedades estudiadas en este acapite.

2. Dado los conjuntos:
U={a,b,c,defgh}
A={a, b, cd} B={ae, f, g} C={a b,e h}.

Demuestra que:

aAUBNC)=(AUB)N(AUCQC)

b.ANBUC)=(ANB)UANC)

c.ANB=BNA

dANBNC)=(ANB)NC

e AUA =U

LANA =¢

g (AUB)y =A'NPB

h.(ANB) =AUB

LA =A

3. Completa con V o F segun sean las siguientes afirmaciones verdaderas o falsas.
Justifica tu respuesta.:

a. (ANB)=BUA

b. ANA' =U

c. ANBUC)=(ANB)N

d. A" =(AY

e. AUA =Z
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Contenido:

2.1 Conjunto de los niUmeros naturales. Propiedades y
operaciones

2.2 Conjunto de los numeros enteros. Propiedades y
operaciones

2.3 Conjunto de los numeros racionales. Propiedades
2.4 Numeros primos y compuestos

2.5 Maximo comun divisor y minimo comun multiplo
2.6 Operaciones con numeros racionales

2.7 Conjunto de los numeros reales. Esquema
Representacion grafica

2.8 Intervalos de numeros reales. Longitud, punto
medio y gréfica

2.9 Numeros complejos

Introduccién:

En esta unidad conocerds sobre los conjuntos de nGmeros
mas significativos denominados Naturales (N), enteros (Z),
racionales (Q), irracionales (1), reales (R) y complejos (C),
sus propiedades y operaciones. Los cuales son utilizados
en diversas situaciones, por todas las ramas del conoci-
miento.

Son importante conocerlos porque permiten representar
diversas situaciones del entorno, tales como: la cantidad
de elementos que tiene un conjunto (los naturales), las par-
tes de una unidad (los racionales), la medida de la diago-
nal de un cuadrado de lado 1 (los irracionales) o diversas
cantidades o entes fisicos que estdn compuestos por una
parte real y otra imaginaria (los complejos).

Ademads, vamos aprender sobre los nimeros primos y
compuestos, que ambos son la base de nuestro conoci-
miento técnico/cientifico. También aprenderemos sobre
el cémo obtener el Maximo Comun Divisor (mecd) y Minimo
Comun Mdltiplo (mecm) conceptos de suma importancia
que podrds usarlos por ejemplo a la hora de trabajar con
fracciones.
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Conjunto de los Numeros Naturales.
Propiedades y operaciones

Los nameros naturales son aquellos con los que de manera

natural contamos, son positivos e infinitos, y no incluyen al cero, ;
aunque cabe destacar que algunos autores si consideran al cero L"FT' =
€COMmO un numero natural; en este libro no lo consideraremos. kq:,l g
Si te pidieran contar seguramente lo harias asi: uno, dos, tres, .

|

cuatro, ... % ‘ _j 9

Se simbolizan con la letra N escrita de la siguiente manera: N

Adicion
La adicidn es una operacion en la cual se afiaden o combinan dos o mas nu-
meros para obtener un uUnico resultado, su simbolo es +, y sus elementos son:

G0

Sumandos Suma

Tiene las siguientes propiedades:

Clausurativa de la suma: la suma de dos 0 mas numeros naturales siempre dara como
resultado otro numero natural.

a+b=c dondea,bycCN
1+7=8
Fijate que el 1 es un natural, asi como lo es el 7 y también su resultado el numero 8.
Conmutativa de la suma: el orden de los sumandos no altera la suma.
a+b=b+a
7+3=3+7

10=10

Asociativa de la suma: la manera en que se agrupan mas de dos su- -
mandos no altera el resultado de la suma.

(a+b)+c=a+(b+c)
B8+2)+5=8+(2+5)
10+5=8+7
SRS

Elemento neutro de la suma: al sumar el cero a cualquier numero natural el resultado no
sera el mismo numero.

a+0=a

7+0=7
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Sustraccion

Es una operacion inversa de la suma, y consiste en restar una cantidad de otra para
obtener su diferencia, su simbolo es —, y sus elementos son:

Minuendo Sustraendo Diferencia
Minuendo es el nimero al que se le resta otro numero.
Sustraendo numero que se resta al Minuendo.

Diferencia es el resultado de la resta.

La sustraccion en el conjunto de los numeros Naturales no es Clausurativa, tampoco
Conmutativa ni Asociativa.

Clausurativa: 2 - 3 = -1 (Tanto el 2 como el 3 son Naturales sin embargo su resultado
no lo es).

Conmutativa: 3-2+2-3
11
Asociativa: (3-2)-5+3-(2-5)

1-523-(-3)
-4 +#3+3
-4 6
Multiplicacion
Es una abreviacion de la suma y consiste en sumar un nidmero consigo 8
mismo tantas veces como indica el otro numero. S Fm
Asi 3 x 5 indicaria la suma del tres cincoveces: 3+3+3+3+3=15 X 3 LSS F(.'J,C/t{!fb

Siaxb=c 24 _,qu.d,u.da-

a y b se denominan factores,

Donde a es el multiplicando, es decir el factor que debe sumarse tantas veces como
indique b,

b se denomina multiplicador, y es el factor que indica las veces que se ha de sumar el
multiplicando a,

¢, que es el resultado, se denomina producto.

Sus propiedades son:

Clausurativa de la multiplicacién: la multiplicacién de dos o mas nimeros naturales
siempre dara como resultado otro ndmero natural.

axb=c dondea, bycCN
2x7=14

Fijate que el 2 es un natural, asi como lo es el 7 y también su resultado el nimero 14.
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Conmutativa de la multiplicacién: el orden de los factores no altera el producto.

axb=Dbxa
7x3=3x7
21 =21

Asociativa de la multiplicacién: la manera en que se
agrupan mas de dos factores no altera el producto.

(axb)xc=ax(bxc)
(7x2)x3=7x(2x23)
14x3=7x6

42 =42

Elemento neutro de la multiplicacién: al multiplicar por
uno cualquier nimero natural el resultado seréa el mismo ndmero.

axl=a

7x1=7 El uno (1) es el neutro de la multiplicacion

Elemento absorbente de la multiplicacion: al multiplicar cualquier nUmero por cero el
resultado siempre seré cero.

ax0=0

8x0=0 Elcero(0)es elemento absorbente en la multiplicacion

Propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma: el producto de
un ndmero por una suma es igual a la suma de los productos del numero por cada uno
de los sumandos.

ax(b+c)=axb+axc
7x(B83+2)=7x3+7x2
7x5=21+14
P = 33

Division

Es la operacion inversa de la multiplicacion, mediante esta distribuimos o repartimos en
partes iguales una cantidad una determinada cantidad de veces.

DIVIDENDO

125
25 25

0 ™ cociEnTE
RESTD/ v

DIVISOR
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La division en el conjunto de los numeros Naturales no es Clausurativa, tampoco Con-
mutativa ni Asociativa.

Clausurativa: 2 +~ 3 = 2/3 0 aproximadamente 0.67 (Tanto el 2 como el 3 son Naturales
sin embargo su resultado no lo es)

Conmutativa: 3 -2+2+ 3
Asociativa: (3+2) 53+ (2+5)

Es importante sefialar que la division entre cero no esta definida, aunque exis-
ten demostraciones formales, una manera facil de entender el por qué no, es
mediante el siguiente ejemplo:

Si tienes 8 pedazos de pizza y los repartes entre 4 personas, a cada una
le corresponderian dos pedazos, pero no hace sentido dividir (repartir) la
pizza entre nadie (cero).

Por eso 8/0= « donde el simbolo o representa indefinido.

Ahora bien, al dividir el cero entre cualquier nimero obtenemos como resultado
el cero.

De esa manera 0/8= 0, si no tengo nada que repartir a cada uno le tocaria nada(0).

PRACTICAR:

1. Indica la propiedad que se aplica en cada caso y resuelve las operaciones para comprobar la igualdad.

a) 2+(4+5)=(2+4)+5

b) 8+2=2+8 -

c) 8+0=8 #.:::_:«;"- e .
d 9+2=11 . 1
e) (8x5)x4=3x(5x4) [ X .

fy 5x6=6x5 ] + — |
g 9x1=9 \
h) 5x0=0

) 3x(5+4)=(3x5)+(3x4)

) 7x2=14
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Conjunto de los numeros enteros. Propiedades y
operaciones

El conjunto de los numeros enteros esta formado por los Naturales, el cero y los
opuestos de los Naturales.

Se simbolizan con la letra Z escrita de la siguiente manera: Z

Los nameros opuestos de los Naturales son los que estan a la misma distancia del
cero, asi el opuesto de 3 es -3. Fijate en el grafico que la distanciade -3 a0es 3y de
3 a 0 también es tres,

* >
- oo H—I—I—i—t—l—i—b»q-:c

4 3 2 -1 0 1 2 3 4 3y — 3 son opuestos.
(-3)+(3)=0

A esta distancia entre cualquier numero y el cero se le denomina Valor Absoluto.
El Valor Absoluto de un numero se representa de la siguiente manera:

=3 3 -3

-3l=3 | |

131

Los numeros enteros son infinitos y entre dos numeros enteros consecutivos en una
recta numérica no hay otro nimero entero.

-+ttt
.. 6-5-4-3-2-10F14243+445+6 ...+

Nimeros enteros negalivos Nimmeros coteros positivos

Los nuameros negativos fueron
considerados en la antigledad
como absurdos por algunos ma-
tematicos, hasta que se vio la im-
portancia de su uso en situaciones
cotidianas, por ejemplo, en un es-
tado de cuentas los negativos re-
presentan egresos y los positivos =
ingresos, también se utilizan como : —
referencia posicional, asi si tomase-
mos el nivel del mar como cero los
puntos sobre este serian positivos y
los que queden debajo negativos.

Peces nadando a
una profundidad
de 120 m bajo el
nivel del mar.
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Operaciones con nhumeros enteros

Para calcular el saldo de una cuenta bancaria, el incremento de la temperatura, el nu-
mero de pisos que baja o sube un ascensor, hemos de operar con nUmeros enteros.
Vamos a recordar como se efectuan las diferentes operaciones con estos nimeros.

Fijate en las operaciones que te presentamos y aprende como se opera.

Operacion Forma de operar

(+5) + (+5) = 10

(-5) + (-5) = - 10
(-5) + (+3) = %

i
5 a1

La suma de dos numeros enteros de igual signo es otro numero
entero cuyo valor absoluto es igual a la suma de los valores ab-
solutos de dichos numeros. El signo es el mismo que el de los
sumandos.

La suma de dos numeros enteros de distinto signo es otro nimero
entero cuyo valor absoluto es la diferencia de los valores absolutos
de dichos numeros. El signo es el del sumando de mayor valor
absoluto.

Opuesto

(=2) = (+5) = (=2) + (-5) = (-7)

La resta de dos numeros enteros es el numero entero que se ob-
tiene sumando al minuendo el opuesto del sustraendo.

+2) ® (+3) = +6

(
(-2)® (-3) = +6
(-2) ¢ (+3)=-6
(+2)*(-3) =6
+ -
+ + -

- - +

El producto de dos nimeros enteros del mismo signo es otro nu-
mero entero cuyo valor absoluto es el producto de los valores ab-
solutos de los factores y signo positivo.

El producto de dos numeros enteros de diferente signo es otro
numero entero cuyo valor absoluto es el producto de los valores
absolutos de los factores y signo negativo.

(+6) = (+3) = +2
(-6) + (-3) = +2
(-6) + (+3) = .-2
(+6) + (-3) =-2
- + _
+ + -

Regla de signos para la division.

El cociente de dos numeros enteros del mismo signo es otro nu-
mero entero cuyo valor absoluto es el cociente de los valores ab-
solutos del dividendo y del divisor y signo positivo.

El cociente de dos numeros enteros de diferente signo es otro
ndmero entero cuyo valor absoluto es el cociente de los valores
absolutos del dividendo y del divisor y signo negativo.
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Interpretacion geomeétrica de la suma de numeros
enteros

La suma de numeros enteros también puede efectuarse graficamente. Ejemplo:

Observa como resolvemos estas sumas graficamente

Suma de un nimero entero positivo

)

’/r—@—m.,

4 'l

3 Ll i i = 14
L L] ; I 1 ] i

=B = = S el 62 43 ed 45 <647

—:;'4-&—4—:3—2 =1 0 o1 #2 #3 44 +5 40 +7 <8

(=8) + (+7) = +4 (+2) + (+6) = +8

Avanzamos hacia la derecha tantas unidades como indica el nidmero entero positivo
que sumamos.

Suma de un nimero entero negativo

i i § i i i
L L] T ——

- i
L L

g Ko P et L S e o T e T 1 !
'1 0 #1 42 ;rlri LR d-ﬁ?*l sl e =T =] a1 42 53 A 45 4B 47

(-3) + (-4) = -7 (+2) +(-5)=-3

Avanzamos hacia la izquierda tantas unidades como indica el nimero entero nega-
tivo que sumamos.

Propiedades de la suma y de la multiplicaciéon

A continuacion, recordaremos las propiedades de la suma y de la multiplicacion de
ndmeros enteros. Ten en cuenta que en mas de una ocasion deberas utilizarlas en tus
calculos.

SUMA

— Propiedad asociativa: La suma de tres 0 mas sumandos no depende de la forma
en que se agrupen.

(a+b)+c=a(b+c)
— Propiedad conmutativa: El orden de los sumandos no altera la suma.
a+b=b+c

— Existencia de elemento neutro: Al sumar O a cualquier nimero entero el resultado
es el mismo ndmero.

a+0=a

— Existencia de elemento opuesto: Dado cualquier numero entero a, existe otro, -a,
que sumado con él nos da el elemento neutro.

a+(-a)=0
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MULTIPLICACION

— Propiedad asociativa: El producto de tres 0 mas factores no depende de la for-
ma en que se agrupen.

(@a*b)-c=a-+(b-c)
— Propiedad conmutativa: El orden de los factores no altera el producto.
a*b=b-a

— Existencia de elemento neutro: Al multiplicar por (+1) cualquier nimero entero se
obtiene el mismo numero.

a(+l)=a

— Propiedad distributiva del producto respecto de la suma: Para multiplicar un nu-
mero entero por una suma o una resta de nimeros enteros (b + ¢), podemos multipli-
car cada uno de los sumandos por este nimero y sumar los resultados obtenidos.

a(b+c)=a*b+a-c

Esta dltima propiedad nos permite escribir una suma de productos con algun factor
repetido como producto de dicho factor por una suma indicada.

Observa:
(+3) ® (-2) + (+3) * (+7) =(-3) * [(-2) (+7)]
I_l_l -
Factor repetido Suma indicada

(-5). (+1) + (-5). (+3) + (-5). (-2) =

|
Factor repetido

=(-5) . [(-1) - (+3) + (+2)]

Suma indicada
Este proceso recibe el nombre de sacar factor comun.

La propiedad distributiva resulta también un instrumento de gran utilidad para efectuar
rapida e incluso mentalmente algunas multiplicaciones, por descomposicion en suma o
diferencia de uno de los factores. Ast:

25099 =25¢(100-1)=2500-25=2475
37102=37 (1002)=370074=3774

3 unidades

UJ-——-

- T —
[ -
N
_h-—

I
4 3 2 -1
|

3 unidades
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2.

el Conjuntos numéricos

10.

11.

PRACTICAR:

Efectaa

a) (+3) + (-8) = e)(-5)-(-7) =
b) (-5) + (-6) = f) (-4) + (+5) = j
C) (-6) + (+9) = 9) (+9)-(-2) =

d) (+10) :(-5) = h) (-9) : (-3) = ) (-

~

+4) * (-6) -

o (-7) =
*(+8) =

1):(+3) =

-~ =
ro@ez

Resuelve graficamente las siguientes sumas:
a) (-9) + (+7)

b) (+20) + (-20) =

9) (+4) (6) - 1) (-6) (+8)

c) (-1) + (+3) =€) (-20) + (+20) =

Esta madrugada, la temperatura era de —2 °C. Al mediodia, la temperatura
habia subido 10 °C. ;,Qué temperatura marcaba el termémetro al mediodia?

Si la temperatura minima de hoy ha sido de —3 °C y la temperatura maxima de
+4 °C, jcuantos grados ha subido la temperatura®?

El emperador romano Augusto nacié el afio 63 antes de Cristo. Si muri6 el afio
14 después de Cristo, ¢cuantos afios vivio?

Comprueba con un ejemplo cada una de las propiedades de la suma y del
producto de ndmeros enteros.

Contesta verdadero o falso:
a) El elemento neutro de la suma es el (+1).
b) La suma de numeros enteros verifica la propiedad asociativa

c) El' O es el elemento neutro de la multiplicacion.

¢ Cumple la propiedad conmutativa la resta de nimeros enteros”?

Compruebalo con un ejemplo.

¢ Cumple la propiedad asociativa la resta de numeros enteros?

Compruebalo con un ejemplo.

Efectiia de dos maneras distintas:

a)(-4) e [(+4) + (- 7)] = c) (-3)- [(-4) + (-1)] =
b) (+3) ¢ [(-1) + (-8)i= d) (-10) » [(+10) + (-10)] =



Conjunto de los numeros racionales. Propiedades

Los numeros racionales son aquellos que pueden ser expresados en forma de fraccion,
a
siendo una fraccién una expresion de la forma _b donde a y b son numeros enteros,

donde b #0. Se simbolizan con la letra Q escrita de la siguiente manera: Q

Por tanto, los niumeros Naturales y los Enteros pertenecen al conjunto de los nimeros

Racionales.

3
El nimero Natural 3 puede expresarse como fraccion de la siguiente manera: 7.

-3
El nimero Entero - 3 puede expresarse como fraccion de la siguiente manera: 71 .

. 0
El cero es un racional ya que puede ser expresado de la forma: == 0, donde a

representa cualquier nimero entero.
Pero también serian Racionales los siguientes numeros:

3
o 0.17,0.33333...., 0.16666....
Y

El 0.17 puede representarse como TG

1
El 0.33333..... puede representarse como =

1
El 0.166666..... puede representarse como ¢

En conclusion los Racionales serian los Enteros que incluyen al cero y a los Naturales, las
Fracciones y los Decimales Exactos Periédicos, tanto Puros como Mixtos.

A la fraccién irreducible que da origen a un nimero decimal se le denomina Fraccién
Generatriz.

Fraccion generatriz de un numero decimal

Acabamos de ver que todo numero racional es un numero decimal con un ndmero
finito de decimales o con parte decimal ilimitada y periddica. La afirmacion reciproca
también es cierta, es decir. todo nimero decimal limitado o ilimitado periédico es un
namero racional.

Observa cémo encontrar la fraccion que da origen a un ndmero decimal limitado, por
ejemplo 0.25.

10.25

B o
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Sigue estos pasos:

—  Cuenta el numero de cifras decimales. Multiplica el nimero por la unidad seguida de
tantos ceros como cifras decimales tiene el nimero, en este caso por 100.

0,25x 100 = 25

—  Escribe la fraccién cuyo numerador sea el resultado anterior y cuyo denominador sea
la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tiene el nimero.

—  Simplifica la fraccion anterior. 25 = 1

100 4
y
—  Comprueba que el nimero decimal correspondiente a la fracciénT es 0,25
Se divide 1 +4 =0.25

y
Diremos que —7— la fraccion generatriz de 0,.25

Fraccion generatriz de un numero decimal periédico

El siguiente ejemplo nos muestra como hallar la fraccion generatriz si el nimero decimal es
periédico puro.

Partimos del nimero 1.545454... = 1.54
— Anota el numero de cifras que tiene el periodo.

— Multiplica el nimero por la unidad seguida de tantos ceros como cifras tiene el periodo,
en este caso por 100

1.5454... x 100 = 154,54...
— Réstale al resultado anterior el nimero inicial.
154.54...-154... = 15.3
Observa que, al efectuar dicha operacion, la parte decimal desaparece.

— Escribe la fraccién cuyo numerador sea el resultado de la resta anterior y cuyo deno-
minador posea tantos nueve como cifras tiene el periodo.

153
99

— Simplifica la fraccién anterior.

163 17
99 11
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Veamos como se puede resumir el proceso anterior.

Completa:
Ndmero Ndmero de Numerador Denominador Fraccion Fraccion
decimal cifras de generatriz
periodo
43 1 43 -4 =139 9 39 13
9 3
42.39 p) 4239 — 42 = 4197 99 4197 1399
99 33
21.56 2 — 29 2135 2135
99 99
13.721 — — — - —
0.4 —_ —_— —_— - -

Para hallar la fraccidn generatriz de un nimero decimal periédico puro, se escribe el
numero hasta el final del periodo, se le resta la parte entera del nimero y se divide por
el nimero formado por tantos nueves como cifras tiene el periodo.

El ejemplo que proponemos a continuacion te ensefiara como hallar la fraccion genera-
triz de un ndmero decimal periédico mixto.

Partimos del nimero 3.76666... = 3.76

Multiplica el numero por la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales
hay hasta el final del periodo, en este caso por 100.

3,7666... x 100 = 376.66...

Multiplica el nimero por la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales
hay entre la coma y el periodo, en este caso por 10.

3,766... x 10 = 37.66...
Resta los dos resultados anteriores.
376.66... -37.66... =
Observa que, al efectuar esta resta, el resultado es un numero entero: 339.

Escribe la fraccion cuyo numerador sea el resultado de la resta anterior y cuyo de-
nominador sea el nimero formado por tantos nueve como cifras tiene el periodo y
tantos ceros como cifras hay entre la coma y el periodo.

339
90

412
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Veamos como se puede resumir el proceso anterior.

Completa:
Ndmero Ndmero de Numerador Denominador Fraccion Fraccion
decimal cifras de generatriz
periodo
43 1 43-4 =139 9 39 13
9 3
42 .39 p) 4230 — 42 = 4197 99 4197 1399
99 33
21.56 2 — 29 2135 2135
99 99
13.721 — — — — —
0.4 —_ —_ —_ - -
— Simplifica la fraccion anterior.
339 113
90 30
Como en el caso anterior, este proceso se puede resumir.
Completa:
Ndmero Ndmero de Numerador Denominador Fraccion Fraccion
decimal cifras de generatriz
periodo
573 1 573-57 = 516 90 516 86
90 15
10.7451 2 107 541 -1074 = 9.900 106 377 35 459
106 377 9900 3330
0.065 —_— —_—
2.768 —_ —_ - —

Para hallar la fraccion generatriz de un numero decimal periddico mixto, se escribe el
numero hasta el final del periodo y se le resta el nimero que resulta de éste después
de suprimir las cifras del periodo. A continuacion, se divide por el niumero formado por
tantos ceros como cifras tiene el periodo y tantos ceros como cifras hay entre la coma
y el periodo.

-

‘ i
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Propiedades de los numeros racionales

Puesto que las operaciones con numeros racionales se reducen a operaciones con
fracciones, las propiedades de la suma y de la multiplicacion de numeros racionales
seran las mismas que las de la suma y la multiplicacion de fracciones.

Propiedad asociativa:

(=D

|

(5

f])

Propiedad asociativa:

SHEE)-EIED

f

J

+ Propiedad conmutativa:

SN

Propiedad conmutativa:

Digiain

Elemento neutro:

SN

Elemento neutro:

-

Elemento opuesto:

inao

[._.,

b

+ Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:

inkn Rnindnin

PRACTICAR:

2. Calcula la fraccion generatriz de los numeros siguientes:

e 2036

e 75012
e 0099

e 9.07632
e 1.203

e 0.016

e 09

o 2145

e 0.436

— ¢ Qué sucede cuando el numero es periddico puro de periodo 97
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Numeros primos y compuestos

Numeros primos

Son aquellos nimeros del conjunto de los Naturales que solo tienen dos divisores, el 1y el
mismo numero, el nimero uno no se considera primo pues solo tiene un divisor, el Unico
numero primo par es el dos, su conjunto es infinito.

Ejemplos de estos numeros son: 2, 3, 5, 7, 11, 127, 149.....

Fijate que estos numeros son Naturales y solo son divisibles entre ellos mismos y la unidad.

Numeros Compuestos

Son los numeros Naturales que tienen mas de dos divisores, por ejemplo, el 4, que tiene
como divisores al 1, al 2y al 4 6 el 12, cuyos divisores son 1,2, 3, 4,6y 12.

Para saber si un numero es primo o compuesto es muy Util conocer los criterios de
divisibilidad existentes entre algunos numeros.

Criterios de divisibilidad

n p_[ 5i la cifra de la unidad ]

termina en 0 0 en ndmero par

;'f B i-[ Si b suma de las cifras e miltiplo de 3 ]

..,.[ £i las dos ditimas cifras es divisible entre -l]

h[ﬁhﬂfmd&hunldbd&mlhnmﬂﬂmE]

.,.{ 51 &5 divisible ontre 2y 3 a la vez J
A

queda y ef doble de [a unidad
(asi ...), da 0 & miitiplo de 7

= [ 5i ba diferencia entre & namerd que
e &

divisible entre 8, el ndmero es divisible

N |
\\\. _L[ 51125 3 ciras (iniclando de unidad) & ]
)

% A

\
N\ *[slusumauclnchmmumplowa
\\
s - +[ Sl ta cifra de la unidad termina en 0

!
N,

™
HE - | cifraz que ocupan los lugares impanes ¥

51 |a diferencla entre |a surma dé las
la de los panes o5 0 & mditiplo de 11

Los multiplos de los numeros son los resultados de las tablas de multiplicar, asi, los multiplos
de3son 3, 6,9 12, ..... ylos multiplos de 4 serian, 4, 8, 12, 16, .........

Otros criterios de divisibilidad existentes son los del 7 y el del 13, los mismos no son muy
utilizados pues tienen un mayor nivel de dificultad y conllevan algunas operaciones que en
algunos casos alargarian més el proceso que si simplemente realizamos la division entre 7
6 13 directamente.
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Criterios de divisibilidad del 7

Un ndmero es divisible entre 7 si al restar el nimero sin la cifra de las unidades del doble de
la cifra de las unidades el valor absoluto de su resultado es 0 o multiplo de 7.

Veamos 2478
Separamos las unidades 247 / 8
Restamos la primera parte del doble de las cifras de las unidades
247- (2 x 8) = 247 — 16 = 231
Como el resultado es un numero todavia muy grande repetimos el proceso
23/1

23-(2x1)=283-2 =21, al ser 21 un multiplo de siete entonces 2478 también lo es.

Criterios de divisibilidad del 13

Un ndmero es divisible entre 13 si al restar el nimero sin la cifra de las unidades de 9 veces
la cifra de las unidades el valor absoluto de su resultado es 0 multiplo de 13.

Por ejemplo: 338

Separamos las unidades 33/ 8

Restamos la primera parte de 33 9 veces la cifra de las unidades
33-(9x8)=33-72=-39

El valor absoluto de -39 es 39 y este es un multiplo de 13, entonces también el 338 lo es.

Descomposicion de un nimero en sus factores primos

Para descomponer un nimero en sus factores primos realizamos las divisiones sucesivas
posibles entre sus factores primos hasta que finalmente obtengamos como resultado el
ndmero uno.

Para esto también son Utiles los criterios de divisibilidad estudiados anteriormente,
especificamente los de 2, 3,5, 7y 13.

Veamos un ejemplo:

3780 2 3780 es divisible entre 2 al terminar en O

1890 2 1890 es divisible entre 2 al terminar en O

945 3 945 es divisible entre 3 pues 9 + 4 + 5 = 18 y 18 es multiplo de tres
315 3 315 es divisible entre 3 pues 3 + 1 +5 =9y 9 es multiplo de 3

105 3 105 es divisible entre 3 pues 1 + 0 +5 = 6 y 6 es multiplo de 3

35 S) 35 es divisible entre 5 por terminar en 5

7 7 7 es un nimero primo solo divisible entre el mismo y la unidad

1

2x2x3x3x3x5x7=3780
Se podria resumir en forma de potencia como 22 x 3°x 5 x 7 = 3780
Es importante resaltar que el orden en que realicemos esta operaciéon no altera la descomposicion.
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3780 2 3780 es divisible entre 5 al terminar en 0

1890 2 756 es divisible entre 2 al terminar en un numero par.

945 3 378 es divisible entre 2 al terminar en un nimero par.

315 3 189 es divisible entre 3 pues 1 + 8 +9 = 18 y 18 es multiplo de 3
105 3 63 es divisible entre 3 pues 6 + 3 = 9y 9 es multiplo de 3

35 3) 21 es divisible entre 3 pues 2 + 1 = 3y 3 es divisible entre 3

7 7 7 es un numero primo solo divisible entre el mismo y la unidad.

;

5x2x2x3x3x3x7=3780

Fijate que también se podria resumir en forma de potencia como 22 x 3°x 5 x 7 = 3780

PRACTICAR:

3. Identifica cuales de los siguientes nimeros son primos y cuales compuestos.
a) 193 b) 196
c) 211 d) 493
e) 491

4. Realiza la descomposicion en factores primos de los siguientes nimeros e identifica
en cada caso la regla de divisibilidad utilizada.

a) 792 b) 1225
c) 3150 d) 845
e) 2970

o i o il i o ol e
son aquellos que solo,

1 2 25 1 5 2 ] o oo,

son divisibles entre ellos

31 521 (33341 (351 (361 (o7 (381 186 [40] mismosyeit.

5152 53 54 55 5 57 58 59 60 o

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 £q yp mamero primo

7 72 o 1] ] o g s

8162 % o485 o6 o7 58 w9 0
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Maximo Comun Divisor y Minimo Comun Multiplo

Maximo Comun Divisor (MCD) es el nimero mas grande que divide a dos 0 mas numeros.

Para calcularlo se descomponen los nimeros en sus factores primos y se multiplican los
factores comunes elevados a la menor potencia.

Por ejemplo, calculemos el MCD de 90 y 252.

Empezamos por descomponer en sus factores primos los nimeros.

90 2 252 2
45 3 126 2
15 3 63 3
5 5 21 3
1 7 7
1
Luego hacemos su resumen.
90 =2x3"x5

252 = 2 x 3°x 7
Seleccionamos los factores comunes con sus menores exponentes.

El 2y el 3 estan en las dos descomposiciones, de los dos 2 el de menor exponente es 2 a
la 1ra potencia (2) y de los 3 puedo tomar cualquiera pues ambos estan elevados a la 2da
potencia (3?).

Finalmente multiplicamos estos factores comunes con su menor exponente.
2x3F=2x9=18

La interpretacion que debemos darle es que el 18 es el mayor nimero que divide exactamente
al 90y al 252.

90 +18=5 EIMCD =18
252 + 18 =14
Minimo Comun Multiplo (MCM) es el multiplo positivo mas pequefio de dos o mas numeros.

Para determinarlo descomponemos los nimeros en sus factores primos y multiplicamos los
factores, comunes o no, afectados de su mayor exponente.

Veamos un ejemplo:
Determinar el MCM de 12, 36 y 60

Empezamos determinando los factores primos de cada uno de los numeros.

12 2 36 2 60 2

6 2 18 2 30 2

3 3 9 3 15 3

1 3 3 5 5
1 1
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Luego hacemos su resumen.

12=22x3
36 =22 x 32
60=22x3x5

Seleccionamos los factores primos independientemente de si son comunes o no afectados
de sus mayores exponentes.

De los 2 escogemos 22, de los 3 el 32 y finalmente el 5 aunque no sea un factor comun.
Por ultimo, multiplicamos estos factores escogidos.
22x3Fx5=4x9x5=180

Osea 180 es el mas pequefio de los multiplos comunes de los tres nimeros, recuerda que
los multiplos serfan los resultados de sus tablas de multiplicar.

Si por ejemplo calculamos el MCM de 6,9y 12

Multiplos de 6: 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, .......

Multiplos de 9: 9, 18, 27, 36, 45, ......

Multiplos de 12: 12, 24, 36, 48, .......

Fijate que el 36 es el primer multiplo que aparece en cada caso, 6ésea el menor.

El MCm = 36

Animate y calctlalo por el método ensefiado mas arriba.

Aplicaciones del MCD y el MCM

El célculo del MCD y del MCM suele ser de mucha utilidad en la resolucion de algunos
tipos de problemas, veamos un ejemplo de cada caso:

Alma y Pedro asisten al mismo médico, Alma asiste cada 20 dias y Pedro cada 24. Si
coinciden en su primera cita, ;Cudando volveran a encontrarse?

Si a partir de mafiana empezamos a contar los dias, entonces:
Alma asiste los dias 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, .....Osea los multiplos de 20.
Pedro asiste los dias 24, 48, 72, 96, 120, 144...... que son los multiplos de 24.

Ambos coinciden cuando asisten el mismo dia, es decir, cuando asisten un dia que es
Y multiplo de 20 y de 24.

Por tanto, debemos calcular el minimo comun multiplo.

20 2 24 2

10 2 12 2

5 5 6 2

1 3 3
22x 5 23x 3 1
22x3x5=120

Alma y Pedro coincidiran dentro de 120 dias.
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Rafael esta realizando un trabajo de plomeria, tiene un tubo de 12 pies y otro de 16 pies.
Desea cortarlos de manera que todos los pedazos sean iguales pero los mas largos
posible. ;Cuédntos pedazos de tubos tendra?

Para cortar los tubos en pedazos iguales, la longitud de los mismos debe dividir la longitud
de ambos tubos. Es decir, debe ser un divisor de 12 y de 16.

Ademas, esta longitud tiene que ser la méaxima. Por tanto, debemos calcular el M.C.D. de
las longitudes.

12 2 16 2
6 2 8 2
3 3 4 2
1 2 2
1
22x 3 24

EIMCDes 2°=4

Los tubos deben ser cortados en pedazos de 4 pies cada uno.

PRACTICAR:

5. José tiene 24 canicas y Thania tiene 18. Si desean repartirlas entre sus amigos de
manera que todos tengan la misma cantidad y que sea la mayor posible, jcuantas
canicas repartiran a cada uno?

6. Desde el Aeropuerto Internacional de Las Américas salen vuelos a una ciudad de
Sudamérica de dos lineas aéreas diferentes, en una de ellas cada 8 dias y en la otra
cada dos semanas. Si el dia de hoy coincidieron las salidas de los vuelos, ;Cuando
coincidiran de nuevo?

7. Determina el MCD y el MCM en cada caso:
a) 210y 315
b) 190y 152
c) 72,144,324
d) 112y 504
e) 56,70y 84
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Operaciones con numeros racionales

Suma y resta de fracciones

Para sumar y restar fracciones:

1.

Se obtiene el MCM de los denominadores y este sera el denominador de la
fraccion resultante.

Se divide este denominador entre cada uno de los denominadores y se multiplica
por el numerador correspondiente.

Se suman o restan los numeradores segun sea el caso.

Se simplifica si es necesario.

X 2 1 5 8+3+10 21 7
Co4-t2=—"—====
3 4 6 12 12 4

V\/.

12eselMCM de 3,4y 6
12+3=4x2=8;12+4=3x1=3; 12-6=2x5=10

8+3+10 =21

21 +3 7

12+3=:1

5 1 10-3 7

3 2 6 6

El MCM es 6
6-3x5=10;6+-2x1=3
10-3=7

3 1 2 36-15+20 41
57376 T 60 &0

EI MCM es 60
60 +5x3=36;60+4x1=1560+6X2=20

36 - 15 + 20 = 41
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Suma de numeros racionales

Para sumar dos racionales de igual denominador. Procedo de la siguiente
forma:

Rosa y Manuel estan elaborando una maqueta acerca de la vegetacion
, , , , 1
presente en el Pico Duarte; en la primera semana de trabajo reallzaﬁs—del
1 2
proyecto; en la segunda ' ; en la tercera semana e ¢ Cuanto falta

. 4
para terminar la maqueta.?

Sumo numeradores entre si; el resultado tendra el mismo denominador
de los sumandos.

Al sumar los numeradores estoy realizando la suma de dos numeros
enteros, por lo tanto, la resta es una suma con el opuesto de un entero.

Solucion:

Para conocer la porcion de maqueta que les falta a Rosa y Manuel para terminar primero debo conocer
la porcion del proyecto que han realizado y para ello debo sumar

1 + L + T _4 4 E + S homogéneo las fracciones. para sumar fracciones

3 4 6 12 12 12

equivalentes, sumo numeradores y el denominador es el mismo, es decir.

4+3+4 11 ,
= = parte realizada del proyecto

8 12
Ahora resto a la unidad o que ya esta realizado: 1- —- = 12 _ 11 _ _d12-11 _ 1

12 12 12 12 12

;
Luego a Rosa y Manuel les falta? de la maqueta por realizar.

Para sumar dos 0 mas racionales de diferente denominador se procede. de la siguiente forma:

1. Homogeneizo los nimeros racionales a sumar
2. Sumo los numeradores de los racionales homogenizados
8, Simplifico si es necesario.

La resta, es una suma de un racional con el opuesto de otro.

Para la suma de numeros mixtos puedo proceder a sumar los enteros y las fracciones por separado.

3 422 5%
2 5 10
| B 2 5 4 9
+ = + =
2 5 10 10 10
3+2=5
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Multiplicacion de fracciones

Generalmente se recomienda simplificar los racionales antes de multiplicar-
los, con el fin de facilitar los célculos. Para realizar la simplificacion basta
con que los numeros a simplificar estén en el numerador y el denominador,
sin importar si estan o no en el mismo racional.

Isabel tenia 125 dulces, que repartio de la siguiente forma: a Manuel le toco
——— del total, a Margarita le correspondié la quinta parte de lo que quedd
después de repartirle a Manuel; a Luis le dieron de lo que quedd
luego de descontar los dulces a Margarita; a Ana yqqosa les correspondid
las —3— partes de lo que sobrd después de entregar la parte de Luis; los
dulcd® restantes se los comié Isabel. ¢ Cuantos dulces correspondieron a
cada persona?

Solucioén:

Para calcular la porcion que correspondio a cada persona debo multiplicar
de la siguiente forma.

Porcion de Manuel = 125 (% ) = el total por lo porcién correspondiente

250 I .
£ = multiplico numeradores entre si.

50 = divido entre el denominador.

La porciéon que le corresponde a Manuel son 50 dulces, por tanto solo que-
dan 75 dulces.. Procediendo de la mismo forma, encuentro la cantidad de
dulces de Margarita.

75 (—; ) = que quedaron después de regalarle a Manuel; la fraccion
corresponde a la fracciéon corresponde a la quinta parte.

75 (—1) =151 =15 =  simplifico primero a 75y 5, después multi-

plico por 1. Luego, a Margarita le corresponden 15 dulces, a Luis le corres-
ponden 10 dulces, a José, Ana y Rosa le corresponden 15 dulces e Isabel
se comié 5 dulces.

Para multiplicar dos o mas racionales, se multiplican numeradores

entre si y denominadores entre si, es decir si, —z y % y son
. a c a-c
racionales, se cumple que c =
’ PeqUeH—""a “b-d
* En la multiplicacion no importa si los racionales son
homogéneos o heterogéneos.

e Si tienes un numero mixto debemos proceder a convertirlo a
fraccion impropia antes de multiplicar.

Conjuntos numéricos




3.1 4 12 1
5¥3%67 60 =

4ly2=2B 12156 _ 4058 _
35 T3S T T 1c

+ Recuerda que para convertir un nimero mixto en fracciéon impropia se multiplica
el denominador por el entero y se suma al numerador, este sera el numerador de
la fraccidon impropia, el denominador de la fraccion impropia sera el mismo del
numero mixto.

13 - Numerador

1
4_

3 3 - Denominador
3x4=12+1=13

- Para convertir de fracciéon impropia a nimero mixto se divide el numerador entre
el denominador, el resultado sera la parte entera, el residuo, el numerador y el
denominador sera el mismo.

156
Veamos, para convertir 5z a numero mixto, divido 156 + 15 = 10y el residuo es 6,

entonces tenemos 6
10 Ic

Division de fracciones

Al dividir dos nameros racionales, puede ocurrir que el cociente sea mayor que el
dividendo: eso sucede si el divisor es menor que la unidad. El divisor nunca puede
ser cero, pues la division entre cero no esta definida.

Juan tiene un proyecto en su taller de ebanisteria para el cual debe cortar un tablén
de madera de 4 pies en pedazos de 2 e pie, ¢cuantos pedazos obtuvo final-
mente? 3

Solucién:
Invierto el segundo término (divi-
2 3 12 . .,
4+ —_ =4x —— =——_  sor) y convierto la operacion en
3 2 2 una multiplicacion.

Para dividir dos racionales, en los cuales el divisor es diferente de cero, se procede de la
siguiente forma

1. Se invierte el divisor, es decir, el numerador pasa a ser denominador y viceversa.

2. Se cambia la operacion por multiplicacion

3. Se multiplican los racionales, realizando el algoritmo indicado 4 + T._4 X 5 _ 20
8 5 3 1 3
Ei | 3 .4_3 5_15 ol.g2_7_ 17_7,.3_21_7
jemplo: 7'5_74‘< 3 "5 373 3717 51 17
Se cambia a multipli- ~ Se invierte la Convierto los numeros mixtos en fracciones
cacion fraccion impropias y procedo con el algoritmo corres-
pondiente.
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Suma y resta de decimales

Por ser los nimeros decimales derivados de racionales,
la adicion cumple las mismas propiedades, es decir:
clausurativa, conmutativa, asociativa, modulativa e
invertiva.

Ejemplo:

Maria fue a comprar unos Utiles escolares que le estaban
faltando; los Utiles comprados, con sus respectivos
precios, se presentan en la siguiente tabla.

Cuaderno 39.95
Lapices 14 95
Regalo 24.90
Carpeta 194.85
Tijeras 24.70

¢ Cuanto pagd Marfa por los utiles que compro?

Solucién:
Para saber cuanto pagé Maria, debo sumar el precio de cada articulo.
39.95 + |
1 Ubico los numeros de forma tal que los
495 puntos decimales queden en la misma
24.90 columna.
194 85
24.70 —
299.35 La cantidad que pago Maria fue de RD$ 299.35.

Recuerda que la resta es una suma con el opuesto de un entero, por tanto:

12.5-8.6212.5 4. (-8.62)

111410
12.60
-8.62

3.88

Para sumar dos o mas numeros decimales, se procede de la siguiente
forma:

1. Se escriben en columna de tal forma que el punto decimal de todos
guede en la misma columna

2. Doy atodos los nimeros la misma cantidad de cifras decimales y
completo los espacios vacios con ceros a la derecha
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Multiplicacion de decimales

La multiplicacion de numeros decimales cumple las siguientes propiedades:
clausurativa, conmutativa, asociativa, modulativa e invertiva; por lo tanto,
cumple las mismas propiedades de la multiplicacion de racionales.

Ejemplo:

Halla el area de un rectangulo cuya base mide 3.5 m y tiene un ancho de
4.8 m.

Solucion:

Para hallar el &rea del rectangulo debo multiplicar la medida de la base por
la altura

3.5x
4.8 Realizo |0 multiplicacion, como si no
280 existiera punto decimal.
+ 140
16.80

Sumo las cifras decimales de los factores, y separo la misma cantidad de
cifras en el producto, 2 en este caso.

El area del rectangulo es de 16.80m?

En la multiplicacion de dos decimales o de un decimal por una fraccion racional, se

procede de la siguiente forma:

1. Se multiplican los numeros, aplicando el algoritmo de la multiplicacion

48m

2. Se suma el numero de cifras decimales; este es el nUmero de cifras que se separan

en el producto. Siempre debo contar las cifras de derecha a izquierda

Division de decimales
En la divisién de decimales tenemos tres casos:

1) Cuando el dividendo es un decimal y el divisor no.

321.52 + 21 321.52 |21 Cuando se baja el nimero

después de punto decimal se

—21
111 1921 coloca el punto en el resultado.
=105
65
=63
22
=21
2) Cuando el dividendo no es un decimal, pero el dividor si lo es.

8325 + 3.2 8325 3L21'

Se corrié un lugar y
Se agrego un cero 83250]32
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3) Cuando tanto el dividendo como el divisor son decimales.

53.16 + 1.2
1. Se corre el punto a la
derecha en el divisor hasta
531 12 .
convertirlo en un entero y el
—48 15.31 punto del dividendo también
51 se corre a la derecha tantos
—48 lugares como se movio el
36 punto del divisor.
=36 2. Se realiza la division de
C decimales.
PRACTICAR:
8. Calcula la suma de los siguientes racionales y simplifica si es necesario:
a_3 1 1 b. 1 2 1
+ - = 4

7 T2 T4 2*23 15

C. -7 11 8 d 1 1 2
+ = 3 4 -2 =

4 "5 73 T3 5
e.1_5+4-8 f,4_9+2+1_

23 23 23 283 18 4 9 12

9. Soluciona los siguientes problemas:

a. Unallave llena de un tanque en una hora; otra llave llena los del mismo
tanque en el mismo tiempo; si abren ambas llaves a la vez; s qué porcion del tanque
llenaran en una hora?

b. Ellargo de una mesa mide 2 m; y el ancho mide m, ¢,cudl es el perimetro
de la mesa?

c. José esta compitiendo en un triatlon en el cual debe recorrer km nadando;

km en bicicleta y km trotando; ¢cual es la distancia total que debe
cubrir José?

10. Calcula el producto de los siguientes racionales; simplifica primero, si es posible.

1.

o 10 b. -3 , -4

3 .. 2 _ _ 21

5 4 6 7 "0 "8 ~
3,15 _ d 16 , 9 (-30\ _

18 4 25 " T4 (27

1,8 _ (6,7 _

2 2 7 "6

Soluciona los siguientes problemas:

La poblacion total de la Republica Dominicana estéa estimada en 9 450 800 perso-
nas aproximadamente, de los cuales partes son mulatos, una décima parte
negros y son de origen europeo, jcuantos habitantes de cada grupo étnico
habitan el pazlg'?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a 328+ L =

Halla el cociente de los siguientes racionales:

a 3 2 DB ttad i L
5 T4 T 7576

d -16 _ -24 _ e 6 .21 _
20 © 30 7 14

Soluciona los siguientes problemas:

Un hombre reparte la tercera parte de sus pertenencias entre sus cuatro hijos; ¢queé
parte de la herencia le corresponde a cada hijo con respecto al capital total de su

padre?

En un viaje de 170 km, José emplea 3 de horas; si se supone que José viajo siem-

12 .18 _
1 30 T
48 36 _
100 © 50

pre con la misma velocidad, ;,qué fraccién del camino recorre cada hora?

Realiza la adicion de los siguientes niumeros decimales:

10 -

c. 3.14 +2.71 - ‘_g =

b.35+428-233=—

d -2.26-7.49-6.35 = ——

. 123.45-2348.66 + 2= — f. 6.28+14.32-516 = ——

3

Soluciona los siguientes problemas:

La preparacion de un nuevo medicamento, se utiliza un 23.58% de acido

acetilsalicilico; 48.27% de acido falico y el resto es ibuprofeno. ;Qué porcentaje de

ibuprofeno contiene el medicamento?

Entre José, Juan y Antonio compran un refresco de 2 litros; José aporta RD$10.25;
Juan da RD$12.48 y Antonio completa hasta RD$61.95 que vale el refresco. ¢ Cuénto

dinero aporté Antonio?

Calcula el producto de los siguientes decimales:

a.-3.8(-4.52) = d. 3 (4.75)=

b. 12.36 (-3.14) =

5

75

®(3.17)=5

Soluciona los siguientes problemas:

Santiago invitd a 5 amigos para ir de paseo, desde Santo Domingo, hasta Sabana de :
la Mar. El pasaje de cada uno costé RD$322.5, valor que Santiago asumié. ¢ Cuéanto

pago6 Santiago para viajar él y sus 5 amigos?

Fernanda, Alberto y Manuel saldran de viaje; ellos acuerdan que cada uno conducira

c.5.2(3.4) =

f. (2.03) 4.004=

95.7 km y luego de completar un turno cada uno, pararan para alimentarse.

Realiza las siguientes divisiones de nimeros decimales:

a.32+425= b.6.758 +7.4 =

d.-32.48 +5.28 =

e.-54.29 + (-12.33) =

€. 700 +49 =
f.6.783+52=-
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Conjunto de los numeros reales. Esquema.
Representacion grafica

El conjunto de los nimeros reales se R
representa con la letra R escrita de REALES

la forma: R, esta formado por los Na- ;

turales, los Enteros, los Racionales y s . Q RACIONALES

los Irracionales, este Ultimo conjunto
numérico no lo hemos estudiado aun.
Los numeros Reales completan la recta Z

numérica, son infinitos. ENTERCS

Es importante la relacion de pertenen-
cia 'y no pertenencia que se dan en es-
tos conjuntos, veamos algunas:

e Todos los Naturales son Enteros y
Racionales.

e Todos los Enteros son Racionales.

¢ No todos los Enteros son Naturales, por ejemplo, el -3 es un Entero, pero no es un Natural.

Numeros irracionales

Los numeros irracionales son decimales infinitos no periddicos, a diferencia de los Racionales
estos no pueden ser expresados como fraccion.

Vamos a clasificar algunos numeros reales en racionales (R) o irracionales ().

5¢€
2.32 > Racional, fijate que es un decimal exacto, como fraccién se expresaria 25
12
1.33333338..... - Racional, es un decimal periédico puro, como fraccion se expresa o
237
2.63333333.... > Racional, es un decimal periédico mixto, como fraccion se expresa 5g

0.123548796321589......... - Irracional, es infinito no periédico, Nno puede expresarse como
fraccion.

Algunos numeros Irracionales comunes son:

Pi () — Es el cociente entre la circunferencia y el diametro de
un circulo, esta relacion es un constante, ésea que sin impor-
tar el tamafio del circulo siempre seré igual, su valor es apro-
ximadamente 3.14, escrito con sus primeras cifras decimales
seria 3.14159265358979323846..........

Numero Aureo (¢) — Es aproximadamente
1.61803398874989484820......

Lo vemos frecuentemente en geometria, arte y arquitectura.

Puede calcularse con la férmula:

1 VA 14V
Yoo T T Ty
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Numero de Euler (e) - Se lo suele llamar el nimero de Euler por Leonhard Euler,
es la base de los logaritmos naturales (inventados por John Napier).

1
El valor de (1 + —)"se aproxima a e en la medida en que n se hace mayor, asi:

n
Paran =1 (1 + Ly = 2.00000

n
Para n =100,000 (1+XLp=271827
n

Las primeras cifras son: 2.7182818284590452353602874713527......

Fijate que los tres son decimales infinitos no periédicos. Leonhard Euler John Napier
Representacion grafica

Al igual que los numeros enteros, un nimero racional tiene un lugar en la recta numérica. La recta numérica de
los racionales se construye sobre la recta de los enteros. y con el mismo principio de las fracciones, donde el
denominador indica las partes en que se divide la unidad. y el numerador indica el nUmero de porciones que se
toman.

Ubica los siguientes racionales en la recta numérica.

a 3 b —4 c. 8
5 7 5
Solucidn:
a.
<—|—I—|—I—I—|—I—I—|—|—|—|—|—H—|—I—I—|—I—|—I—|—I—I—|—I—I—I—|—|—>
-2 = 0 1 2 3 4

Aqui se dividieron las unidades en 5 partes.

O s e s vanas s el

—2 -1 0 — 1 2 3 4
5

Aqui queda ubicado%; de la misma forma se grafican los racionales negativos.

O ——

-3 2 - 74 0 1 2 3

c. Los racionales impropios se grafican de la siguiente forma:
Primero se expresan como un numero mixto.
8 | 5
3

8 — ) ——
= -5 @ cociente= parte entera = 5 < permanece el mismo denominador

5 i
residuo = numerador

Como la parte entera es -1, el nUmero estara ubicado entre -1y -2.

e s s i s s )
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Pitagoras

Las irracionales en la recta numeérica

Los numeros irracionales también tienen un lugar en la recta numérica. Para ubicar numeros
irracionales en la recta numérica, se lleva a cabo un proceso. Lo explicaremos a través de
un ejemplo:

Ejemplo:

Representaremos graficamente los nimeros irracionales v2, Por el teorema de Pitagoras
sabemos que la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 es igual a v12+12 = V2,
entonces:

Dibujo dos cuadros de lado 1 sobre una recta numérica, partiendo desde el cero.

\ /

T
) . i
T
0

\

Con un compas hago centro en el cero y con una apertura igual al tamafio de la diagonal
(radio) trazo un semicirculo, los puntos de corte de este con la recta numérica seran la
ubicacion de los irracionales V2 y - V2.

-V2 V2

\/

A

Siguiendo este mismo procedimiento se pueden ubicar todas las raices cuadradas en la
recta numérica.

Para determinar la medida de los lados de un cuadrado, conocida la diagonal, podrias
utilizar la formula , d? esta férmula se desprende del teorema de Pitagoras.

=\ 2

A todo namero irracional le corresponde un punto tGnico en la recta

numérica
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PRACTICAR:

19. Ubica en la recta numérica los siguientes racionales.

a.
<l ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] |
T~ T T T T T T T T T T |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
< ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] | »
| T T T T T T T T T T ™
-5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
C.
<l ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] |
| T T T T T T T T T T ™
-5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
< ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] | »
| T T T T T T T T T T ™
5 4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 6

21,

Ubica en la recta numérica las siguientes raices:

a. 3 b. /4 c. V5 d. /10 e. V17 f. 926

22. Con la ayuda de la calculadora, determina el valor aproximado de los siguientes

numeros y escribe el simbolo < 0 >, segun corresponda en cada caso.

3
a. 2o 3e b. 12 _ 13 c.3+e +27
3
d. -+/20 438 ed5 ____216 f.-420 e
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Intervalos de numeros reales. Longitud, punto medio y
grafica

Un intervalo es un subconjunto de la recta de los numeros reales y contiene a todos los
ndmeros reales que estan comprendidos entre dos de sus puntos, pueden ser cerrados,
abiertos o semi abiertos.

Los intervalos cerrados incluyen los extremos, los abiertos no lo incluyen y los semi abiertos
incluyen solo uno de los dos extremos.

Si decimos los nUmeros mayores o igual a tres y menores o igual a 5, estamos frente a un
intervalo cerrado entre 3y 5.

Si tenemos simplemente los nimeros mayores que 3 y menores que 5, el intervalo seria
abierto pues no incluye ni al 3 ni al 5.

Un ejemplo de un intervalo semi abierto seria, los nimeros mayores o igual a 3 y menores
que 5.

La Longitud de un intervalo es su medida y se calcula restando el valor mayor del menor,
siempre obtendremos un numero positivo.

L=a-b,dondea>b

v

- -
! I I J
4 5 6 7 8

1
-]
i
oy
i
o
&
'
[0
i
MA‘
L}
-
o 1
—
R
A .

Por ejemplo, calculemos L para:
a=7yb=8->L=a-b->L=7-3=4
a=5yb=-2->L=a-b->L=5-(-2)=5+2=7
a=-1lyb=-4->L=a-b->L=-1-(-4)=-1+4=3

Fijate que en los tres casos obtenemos un nimero positivo.

Tipos y representaciones de los intervalos.

Tipo de Notacion Notacion Grafica
Intervalo de Intervalo | de desigualdad Lineal
INTERVALO
ABIERTO (a,b)
INTERVALO
CERRADO [a,b]
INTERVALO
SEMI-ABIERTO (a,b] (a< x<b] ( ] -
POR LA IZQUIERDA a b
INTERVALO
SEMI-ABIERTO [a,b) [agx<Db) [ ) -
POR LA DERECHA a b
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Veamos las diferentes formas de representar los tres casos que vimos en la definicion de
intervalos:

Los numeros mayores o igual a tres y menores o igual a 5.

[3, 5] [3<x<5] [ ]

\/

3 5
Los numeros mayores que 3 y menores que 5.

(3.9)

(3<x<5) (

N—"
\/

8 5
Los numeros mayores o iguales a 3 y menores que 5.

[3,5) [83<x<5) [

N>
\

3 5
Punto Medio es el punto que esta en la mitad de la longitud de un intervalo.
PM=b+Z
2
Donde L =a-by b es el menor de los valores.

Determinemos coordenada del punto medio de dos de los ejemplos de las longitudes
determinadas anteriormente.

Entre3y 7
La longitud ya la habiamos calculado, es igual a 4.

PM=2+7 =5

Entre -2y 5
La longitud ya la habiamos calculado, es igual a 7.

PM=-2+5 =3/2 =1.5 coordenada del punto medio

|
|
7 6 5 4 -3 -2 1 0 1 2

PRACTICAR:
23. Determina la longitud y la coordenada del punto medio de los siguientes intervalos.
Represéntalos en notacién de intervalo, notacién de desigualdad y graficamente.

a. Unnumero mayor o igual que -2 'y d.
menor o igual que 7.

Un ndmero mayor o igual que -3y
menor o igual que 5.

b.  Unndmero mayor que 3 y menor o e. Un numero mayor o igual que 2 y
igual que 9. menor que 9.
c. Un ndmero mayor -7 y menor -1. f. . Un ndmero mayor -8 y menor -2.
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Numeros complejos

Definicion, propiedades y operaciones

Representacion binémica y en par ordenado, asi como sus operaciones fundamentales

Para entender el concepto de nimeros complejos debemos primero estudiar a los nimeros
imaginarios, veamos:

Si multiplicamos 3 x 3 su resultado es 9
Si multiplicamos -3 x -3 también obtenemos como resultado 9
Entonces V9 es tanto 3 como -3, 6 sea +3

Ahora bien, si quisiéramos obtener la raiz de -9 vemos que no es posible, ya que no existe
ningun numero que multiplicado por el mismo nos de -9.

De esta situacion surgié la necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros incluyendo el de
los NUumeros Imaginarios, de esta manera se denominé unidad imaginaria a/—1 Yy se expreso
con la letra i.

i=y/—1 yie=-1

Numeros Complejos

Los numeros complejos estan formados por una parte real y otra imaginaria. Se denominan
con la letra € mayuscula.

Por ejemplo 3 -2i es un numero Complejo donde el 3 es la parte Real y -2i la imaginaria.

Il
[
g,

Pueden representarse en forma binémica, candnica, polar y trigonométrica. En este libro solo
estudiaremos sus formas bindmica y candnica.

Los complejos opuestos son aquellos cuyas partes reales e imaginarias son opuestas.

Asi por ejemplo el opuesto de 3 -2i seria -3 +2i

Los complejos conjugados solo tienen las partes imaginarias opuestas.

El conjugado de 3 -2i seria entonces 3 + 2i

La forma binémica de los numeros conjugados es la que hemos estado viendo 6 sea repre-
sentando la parte real primero, seguida de la parte imaginaria.

La forma canodnica es en la que solo usamos sus afijos en forma de par ordenado.
Z=a+bi -->Forma polar.

(a, b) --> Forma candnica.
T F oL
7 N3

Pﬂf!ﬁ N&L 1mﬁq-uﬂf;ﬂ-
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Potencia de i

Ya vimos que i2 = \/—1 de donde obtenemos que i = -1
A partir de lo anterior podemos determinar ai®vy i*
B=jei2=9(-1)=-i

it=i2ei2=1e(-1)(1)=1

Debido a la propiedad de exponentes enteros también podemos afirmar que i° = 1

Asi:
=1
= |
==
=i
fi=
P= |
6= -1

Un método para convertir cualquier potencia de i en su equivalente con exponente, es dividir
exponente entre cuatro y el nuevo exponente sera el residuo de la division.

Ejemplo:

Expresa i*? pontencia de i y su equivalencia

42|4

0210

= efectlio la division, el residuo es 2

i2=12=-1

Suma y diferencia de numeros complejos

Se suma o resta segun sea el caso la parte real con la real y la imaginaria con la imaginaria.
Siz,=a+bi yZ,=c+di

Z +Z,=(a+c)+(b+d)

Z -Z,=(a-c)+ (b-d)

Por ejemplo:

(3+2)+(5-8i)=8-i

Para la partereal -->3+5 =8

Para la parte imaginaria --> 2 + (-3) =2 -3 = -1
(5-1i)—(4 +6i) =1-7i

Para la parte real -->5-4 =1

Para la parte imaginaria --> -1 -(6) =-1-6 = -7

Conjuntos numéricos



La adicion de numeros complejos tiene las propiedades:
e Conmutativa.

e Asociativa

e Elemento Neutro.

Producto de numeros complejos

SiZ, =a+bi yZ=c+di

Z,xZ,= (ac-bd) + (ad + bo)i

Esta formula sale de la multiplicacion algebraica de los nimeros complejos vy la sustitucion

de i por -1.

i s

(3+2)(5-3))=15-9i +10i-6iP=15+i-6°P=15+i-6(-1)=15+i+6=21 +i
\J 7

Usando la formula

(a+bi)(c+di)y=(axc-bxd) +(axd+bx c)i

(8+2))(5-3)=(3x5-2x-3)+(83x-3+2x5)i=(15+6)+ (-9 +10)i =21 +1i

6=+ #HE= -

La multiplicaciéon de un complejo por un escalar se realiza aplicando la propiedad distribu-
tiva de esta forma

¢ (a + bi) = ac + bci
AN :
3(2+4i)=6+12i

La potenciacion de nimeros complejos al igual que en los ndmeros naturales es una abre-
viacion de la multiplicacion.

(3+2)2=(3+2)(3+20) =9+ 126 + 4P=5 + 12

Division de Numeros Complejos

Para dividir dos niumeros complejos se multiplica el numerador y el denominador por el con-
jugado del denominador, asi:

a+bi  (a+bi)(c—di)
c+di  (c+di)(c—di)

También existe una formula para la division

a+bi_ac+bd+bc—ad_
ctdi Pt dZ cZrdrt
3—4i 3x5+ —4x3 —4x5—3x3_15—12+—20—9_3 -29 3 29

53 52¥3 T eZyaz T34 34 32732 733 33"

Confirma este resultado utilizando la multiplicacion de polinomios algebraicos que vimos en
el acépite de multiplicacion de numeros complejos.
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Representacion grafica de un numero complejo

Al igual que los numeros reales los representamos mediante una linea recta (recta
real). de tal forma que a cada punto de la recta le corresponde un Unico ndmero real,
y viceversa, podemos representar los nimeros complejos mediante un plano que
llamaremos plano complejo o plano de Gauss.

Eje real: serd el eje de abscisas, y en él representaremos la parte real del nimero
complejo.

Eje imaginario: serd el eje de ordenadas, y en el representaremos la parte imagina-
ria del nimero complejo.

De esta manera, a cada complejos z a + bi le corresponde su afijo (a,b), y éste de-
termina con el origen el vector OA, que va del origen al afijo del numero z.

Eje Imaginan

Eje real

El vector que representa a un nimero complejo z. a + bi estara en un determinado
cuadrante, dependiendo del signo de las partes real e imaginaria. Ast:

e Si ay b son positivos, estara en el primer cuadrante.
e Si a es negativo y b positivo, estara en el segundo cuadrante.
¢ Si ay b son negativos, estara en el tercer cuadrante.

e Si a es positivo y b negativo, estara en el cuarto cuadrante.

Es decir, un numero complejo z a + bi se representa graficamente dibujando el pun-
to (a, b) en el plano complejo y formando el vector que va del origen a dicho punto.

PRACTICAR:

24. Encuentra el conjugado y el opuesto de cada uno de los siguientes numeros com-

plejos:
a.3+bi b. -8 -9i c. 1/3-5i e.-51/3i f.2+8/3i
g.2-3i h. -4 + 6i i. 1/3-2i j-4+3/5 k. 1/4 + 2/5i
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25. Tal como demostramos que ¥ = —i y que i* = 1. Demuestra que:

a. i b. i c. i d. i e. f. 2
g. i47 h_ i23456 i. i3456 j. i325 k. 1886 I. i2750
m. i’ n. % A. i 0. i p. i q. i
r. 452 s. 673 t. o u. 2 w. i x. i1

26. Dados Z, =a +2iy Z,=6 + ci, halla:
a.aycparaqueZ, =72
b. ay c para que —-Z, =Z

c.ayoparaqueZ, = —Z_2

27. Suma los siguientes numeros complejos:
a.9-2iy-4-3i
b.-7-3iy5+5i
C.2+4iy1-2i
d.2+7iy-4+3i
e.3-4iy-2+3i
f. 5+8iy-1-3i
g. 15-20iy 10 + 5i
h. 2/3 + 1/5iy 1/2 - 2/3i
i. 4/6 - 3iy 3 - 4/5i
j-4-2/3iy -2 + 5i
k.7-1/2iy 1/2 + 2/3i
l.-4 -1/2iy 4/5 - 5/3i

28. Aplicando las reglas de la suma y la resta, realiza las siguientes operaciones:
a.(B3+)+(B8-)-(2+1)
b.2-)+(1-i)-(8+-5i
C. (-2 + 7i) - (-3-5i) + (1 + 4i)

d. (4 + 3i)- (5 + 2i)
e.(5+2i)-(4-2i)

f. (=3 + 2i) - (1/2 + 3/5i)

g. (1/2 + 3/5i) - (2/3 - 1/5i)

h. (2/3 + 3i) - (1/2 - 5/4i) - (3/5 - 2/3i)
i. (2+3i)-(4/5-10)-(2/3-2i)

j- (1 + 2i) - (83— 5i) - (4/3 - 2i)
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29. Dado los complejos

Z=2 -] Z,=5+2i y

Z,=2+5i

— Comprueba las propiedades asociativa, conmutativa y elemento neutro de complejos.

30. Calcula::
a. (2 + 5i) ® (3 - 2i)
b. (3 - 2i) (2 + 3i)
c.(5+i)e(1-3i)
d. (83+7i)e (2 + 3i)
e. (4 +i) e (-2-5i)
f. (6 + 2i) ® (3 - 4i)
g-(-3+9i)e(2/3+ i)
h. (-1 +1) ® (1/2 + 2/5i)
i.(1+10)®(2/3 + 1/2))
31. Calcula:
a. 3(2 - 5i) b. 4(3 + 2i) + 6(2 - 3i)
32. Efectua las siguientes operaciones:
a. 2-1

-1

3
d.5-4
1+2

3 +4i
-5+ 2i

-5 +6i
7 + 9i

c. (2-2i) e (-2 - 2))

b.S+1

e

241

5-2i
3+2i

9 +8i
2 + 3i

33. Grafica los siguientes numeros complejos:

a. 3-8i b. ——4i
2

e.2-5i f.-4 - 3i

c.-5+09i

g. -3 + 6i

d.3(1 +1)-7(4 - 2))

4 + 2i
-2 + 3i

4 + 3j
3 + 6i

d. 11 -13i

h.-1-2i
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Introduccién:

Durante esta unidad vas a estudiar la potencia y sus pro-
piedadesy una de sus operaciones inversas, la radicacion.

Conocer sobre esto es importante porque te ayuda para
resolver ejercicios de cdlculos con potencias y también de
raices, pero basicamente las raices cuadradas y las cubi-
cas, también se pueden calcular potencias de exponente
mayor y raices de indice superior.

La unidad cierra con el proceso llamado racionalizacion
de fracciones con raices y de amplificacion de raices de
distinto indice, se trata de encontrar una expresion equiva-
lente que no tenga raices en el denominador.
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Definicion de potenciay
propiedades. Elementos

Asi como la multiplicacion es una suma abreviada, la potencia es una abrevia- %
cién de la multiplicacion. Sus elementos son, la base que es el factor que se L-;_;’_&ﬁ
multiplica y el exponente que nos indica las veces que vamos a multiplicar la

base por ella misma. { k"

Exponente

xa o bPotencia
Base —

3*=3x3x3x3 =81

\ 4

Esto se lee, tres elevado a la cuarta potencia.

El exponente indica las veces que debemos multiplicar la base por ella misma, dsea,
multiplicamos el 3 por el mismo 4 veces.

Algunas potencias podemos denominarlas de una manera especifica, como la segunda
potencia denominada cuadrado vy la tercera potencia cubo.

3?2 —» Selee, tres elevado a la segunda potencia o tres elevado al cuadrado.

28 —» Se lee, dos elevado a la tercera potencia o dos elevado al cubo.

Si la base es negativa se procede igual, pero se debe tener cuidado con los signos.

(=8)? = (-3)( -3) = 9 ; recuerda que cantidad negativa por cantidad negativa da como
resultado una cantidad positiva.

Como regla general una potencia de base negativa elevada a un exponente par siem-
pre dara positivo y una potencia de base negativa elevada a un exponente impar man-
tendra su signo, ast:

(2°=8

Es importante resaltar que no es lo mismo —32 que (-3)?

En el primer caso el signo se considera ajeno a la base y propio de la operacion, 6 sea
su resultado seréa:

3= (3x3)=-9

Potenciacién y radicacién




Al usar una calculadora veras la diferencia entre escribir -3? y (-3)2

Si una base no tiene exponente se le considera al uno como tal, asi, 3 = 31

La potenciacion NO cumple las propiedades distributivas, conmutativa ni asocia-
tiva.

Conmutativa:

ab # pe

Asociativa:

(a?)€ # (a)®9

PRACTICAR:

1. Resuelve las siguientes potencias:

a) 2 ala4ta potencia
b) 5 al cuadrado

c) 3alcubo

d) 4°

e) 5%

fy -3¢

g9 3

h) -2°

2. Demuestra con ejemplos numéricos que la potenciaciéon no cumple las propiedad distributiva, conmutativa ni

asociativa. Utilizaa=4,b=3yc=2
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Operaciones con potencias
Operaciones con potencias de distintas bases

¢ La potencia de un producto es igual al producto de las potencias de los factores.
(axb)=a"xb®

(3x4)*=3%x4*

122=9x16

144 = 144

¢ | a potencia de un cociente es igual al cociente de las potencias.

[

() =~
7 = e
6 62
—2=_
(3) 32
36
22 =
9
4 =4

Operaciones con potencias de igual base

¢ Para multiplicar potencias de igual base se copia la base igual y se suman los exponentes.
(a)(@y =a=

(3)2(3)3 = 32+3

9x27=3°

243 =243

Ejemplo:

(23) (22) (24) = 2 3+2+4 = 29 =512
5-3e57=5-3+7=54 =625

31/2 ¢ 35/2 = 31/2+5/2 — 36/2 = 33 = 27

Potenciacién y radicacién



e Para dividir potencia de igual base se copia la base igual y se restan los exponentes.

— 45—2

1024
==
64 = 64
3 — 324 = 36
3-4

x 12

4_3

= x 1/2-(-1) = x1/2+1 = x3/2
x -1

e | a potencia de una potencia es otra potencia de la misma base y exponente igual al
producto de los exponentes.

(ab)c = gbxc
(23)4— — 23x4
84- — 212

4096 = 4096
(27 =2
(51%)-3 = 51
(a3)—2 — a—6

PRACTICAR:

3. Expresa el resultado como potencia simplificada, no tienes que realizar la operacion:

T ® (@

b, (2 (2Px (2P NCHR
4~ 2

c. 45 g. (4 x3)
xZ

d 7=
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Teoria general de exponentes:
cero, negativo y fraccionario

Exponente cero
Si n es un entero igual a cero (0), toda cantidad elevada a cero es igual a la unidad.
a’®=1sia=0

Ejemplo:

10° =1

(-2p =

(8x)° = 1six=0:

Utilizando las propiedades de la division de potencias de igual base podemos demostrar

esta Ultima propiedad, veamos:

35 35 243
—=35_5=30 1A ey —
3 y también - = ——=

Esto sucederé con cualquier cociente de potencias de igual base y exponente.

Exponente entero negativo
Si n es un entero negativo,, por definicion a™ 1/a" si a es diferente de 0.

Ejemplo:

24 =1/2=1/16
—4x2 = 4/x?
(a+b)™ = 1/(a+b)

Exponente uno
Sin es un entero igual a uno, toda cantidad elevada a un exponente uno es igual a si misma.

Ejemplo:
8'=8
(-3)'=-3
25" =25

Exponente fraccionario

Toda cantidad elevada a un exponente fraccionario es igual a una raiz, cuyo indice es igual

al denominador de la fraccién y cuyo numerador es el exponente de la cantidad subradical.
qmih = n\/am

Ejemplo:
9”=49=3

8 =n/8=2

432 = \[43 = \J64 = 8
574 — n\/57
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Asi como un exponente fraccionario se transforma en una raiz, podemos transformar

una raiz a su equivalente con exponente fraccionario, veamos:

1
V5 =52

3
4 -
Vx3 = x3

PRACTICAR:

4. Resuelve las siguientes potencias especiales:

a.

30
(-2)
K—l
(2y)°

(-3)°

f.

Kl

(x+y)~

D

5. Expresa las siguientes potencias fraccionarias en forma de raiz:

a.
b.
c.
d.

e.

1692
82k
813
952
(-27)2

6. Expresa las siguientes raices como potencias de exponentes fraccionarios:

a.

b.

Va®©
sx7
VX

5 Jm
24/x°
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Operaciones combinadas de potencia

Uso de las propiedades de exponentes con
exponentes racionales

Ejemplo: . 4
a*Pa’® = H5+s=305 = 65

a3
(2:13};‘}3& — zaﬂ{ﬂa)aﬂ{b-t]m
= (V2)’a*RpP)
= 2V2a""p"
2.1:3"" 3 },¢ 23(_,:3;"4]3
13 -1 PERY .{F*i_,:lfl}
y'B ) \x12 (')
94
— SxT'; . y4x112
_ Ex“*'r‘*y"‘

Simplificacion al escribir radicales con exponentes
racionales

Ejemplo:  (2Vx)(3VX) = (2x'?)(3x"")

— &xlﬂ+lﬂ — &xi.l"ﬁ
VeV = (xx2)12
= (x¥2)12
= 34
2a71b a° a2
() = Qa2 T = 20T TE =27 = o = o
PRACTICAR:
|
7. Resuelve Simplifique cada expresion. q_l.l"_l‘i_z -1
a, (32)(62%)7° ( rsq " )
b. (5x7y")(3x7)* h (-1‘_‘!’_23_3) :
c. 6y'z CoAayi
d 2\?‘;3 i (2}:3},—II4)2(8J_,—3F2]—|1’3
e. xi2 11‘3}'3 2 i [’35.3‘,3}1."3
(?J( z ) (s% %)™
£ Sayt K. — 8y —1
yhyd },3____1:.
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5 Potencia de base diez

Entre las potencias de mayor utilidad estan las de base diez las mismas se utilizan en la
notacion cientifica.

100=1

10' = 10

102 =100

10% = 1000
10% = 10000
10 = l_l-D =0.1

102 = 2 = 0.01
100

109 = 1 = 0.001
1000

104 =— = 0.0001
10000

Fijate que la cantidad de ceros es igual al valor absoluto del
numero que tiene como exponente.

Notacion cientifica

Los cientificos usan notacién exponencial como una
forma compacta de escribir numeros muy grandes y
ndmeros muy pequefios. Por ejemplo, la estrella mas
cercana ademas del Sol, Proxima Centauri, esta apro-
ximadamente a 40,000,000,000,000 de km de distan-
cia. La masa del atomo de hidrégeno es alrededor de
0.00000000000000000000000166 g. Estos numeros son
dificiles de leer y escribir, de modo que los cientificos por
lo general los expresan en notacion cientifica.

NOTACION CIENTIFICA

Se dice que un nimero positivo x estd escrito en notacidn cientifica si estd
expresado como sigue:

x=ax I(F donde | = a < 10y nes un entero

Por ejemplo, cuando decimos que la distancia a la estrella Proxima Centauri es 4 x 10™
km, el exponente positivo 13 indica que el punto decimal debe recorrerse 13 lugares a la
derecha:

4% 10" = 40,000,000,000,000

Mueva el punto decimal 13 lugares a la derecha

Cuando decimos que la masa de un atomo de hidrégeno es 1.66 x102* g, el exponente
24 indica que el punto decimal debe moverse 24 lugares a la izquierda:

1.66 % 107 = 0.00000000000000000000000166

Mueva el punto decimal 24 lugares a la izquierda

Potenciacién y radicacién



Cambio de notacion decimal a cientifica

Ejemplo:
En notacién cientifica, escriba cada uno de los numeros siguientes.
(a) 56,920 (b) 0.000093
Solucién
a) 56,920 = 5.692 x 10° (b) 0.000093 = 9.3 x 1073

4 lugares 5 lugares

Para usar notacidn cientifica en una calculadora, presione la tecla marcada

[EE]o[EXP] o[EEX] para ingresar el exponente. Por ejemplo, para ingresar el
numero 3.629 x 10'° en una calculadora TI-83, ingresamos
3.629[2NDJEEN5
y en la pantalla se lee 3.629E15

PRACTICAR:

8. Escriba cada numero en notacion cientifica.

a. £9,300,000 €. 7,200,000,000,000
b. 0.000028536 f. 0.0001213

€ 129,540,000 9- 7,259,000,000

d- 0.0000000014 h. 0.0007029

9. Escriba cada numero en notaciéon decimal.

a. 3.19 x 10° e. 2.721 x 108

b. 2.670 x 10°* f. 9.999 x 1077

C 7.1 % 10" g- 6 x 10"

d. 855 x 1073 h. 6.257 x 10°1°
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e

indice

raiz

L
Va=b

:

radicando

R TG Definicion de radicacion. Elementos

La radicacion es la operacion inversa de la potenciacion, se define formalmente como la
operacion mediante la cual encontramos un nimero llamado raiz que al elevarse al indice
obtengamos como resultado el radicando, jcomplicado!, jsverdad?, pero tranquilo lo enten-
deras facilmente con un ejemplo, primero definamos sus elementos.

V27 =2

En este caso desconocemos la raiz, por la definicion debemos buscar un nimero que, al

Veamos:

multiplicarlo por el mismo, 3 veces, como indica el indice, obtengamos como resultado el
radicando, 6sea, ¢Qué numero elevado a la tercera potencia da como resultado 27, ese
ndimero es 3, yaque 33 =3 x 3 x 3 =27

Cuando estudiamos los numeros imaginarios en el capitulo anterior vimos que las raices
con indice par tienen dos resultados uno positivo y otro negativo.

V16 = +2

Ya que:

2x2x2x2=16

Y también, -2 x-2x-2x-2 =16

Como regla general todas las raices con indice par tienen un resultado positivo y otro ne-
gativo, esto para radicando positivo, pues si el radicando es negativo, su resultado serd un
ndamero imaginario como habiamos visto anteriormente.

Si el indice es impar la raiz tendra como signo el mismo del radicando.

V8=2- (2x2x2=28)

V-8=-2 > (-2x—2x—-2=-8)

La raiz de una potencia se obtiene dividiendo el exponente del radicando entre el indice
de la raiz.

PRACTICAR:

10. Determina la raiz indicada en cada caso, recuerda que algunas de estas raices
tienen dos resultados:

a) V121 = e)V_g =

b) 3/=§ = f) 3/=0.00001 =
c) V81 = 9) VX2* =

d) /0.125 =
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Propiedades de la radicacion
Potenciacion de radicales

Para elevar a una determinada potencia una raiz, expresamos la raiz en forma de potencia
fraccionaria y aplicamos la propiedad de la potencia de una potencia.

VD)™ = ()" = x'm
(VB)? = (5)9)? = 53

Si el indice y el exponente del radicando son iguales, como la potenciacién y la radicacion
son operaciones inversas, podrian anularse simplificando asi los calculos.

i/ﬁ=}/¢’=7

Raiz de un producto

La raiz de un producto es igual al producto de las raices de cada uno de sus factores, es

decir:
nJab = "/a.e /b

Ejemplo:
854 = 327 .x 2 = 327 3y/2 = 332

7\/X2y5 = 7\/X2 7\/y5
Raiz de un cociente

La raiz de un cociente es igual al cociente de las raices del dividendo y el divisor, es decir:

"a/b = :\\;_Z; b=0
Ejemplo:
5
5/5/32 =5% = 5/5/2

e 1p NG 1P (x+ )

3 | (x+2)° W (y +2)?
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Raiz de una potencia
La raiz de una potencia es igual a la potencia de la raiz.
n\/am — (n\/a)m.= q mn

Ejemplo:
3(27)* = (3Y27)*.= 3* = 81

V(32)° = (32 = 8

Raiz de una raiz

La raiz de una raiz es igual a otra raiz con el mismo radicando y como indice el producto de

los indices dados, es decir:

KN

Ejemplo:

'\165 26 =

/(.o
§|
1l

\

PRACTICAR:

11. Utilizando las propiedades de la radicacion determina las siguientes raices:

a. /32 . s x109,20
327
b Vx?® S NE]
s alo
c. (V5)* h. N
d. (V32)¢ L Y3729

[]
-
<

V4 x 16 J-
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T8 Operaciones con radicales

Simplificacion de radicales

Simplificar un radical es reducirlo a su forma mas simple. Un radical esta en su forma mas
simple cuando se ha sacado fuera la raiz todas las potencias enésimas perfectas, el indice
del radical es el menor posible.

Ejemplo: .\I 9a° — .\I 32 gleg= 33-\1 a

75xt v = 2\ 52 0 3o x* o yt o y = 2(5) (x)(y2 3y = 10x2y2~[3y

3/2 4} 32 mmé = 3/2 4-\| 24 e« 2mm?8 = 3/2(2n?) 4-\1 2m= 3n? 4} 2m

2 2 2 6 1 6
| B LIV EN 2 L)
3 3 3 9 3 3

La descomposicion de un numero en sus factores primos puede ser de mucha utilidad en

la simplificacion de raices, especialmente si los numeros son muy grandes, veamos dos
ejemplos:

Ejemplo 1

V3780 ath5 = /22 x 33 x 5 x 7x abx b5 = /22 x 32 x 31 x 5 x 7x abx bx b1
=2x3xa%xb*V3x5x7xb = 6a3h*V105b

Fijate que en el factor literal b5 aplicamos la propiedad de multiplicaciéon de potencias de
igual base y se descompuso en factores tales que uno de ellos fuera divisible entre el indice,
b* yb

Siempre se descompone de manera tal que obtengamos el mayor exponente posible que
sea divisible entre el indice. Recuerda que la raiz de una potencia se obtiene dividiendo el
exponente entre el indice.

3780 es divisible entre 2 al terminar en 0

3780 2
1890 2 1890 es divisible entre 2 al terminar en 0
945 3 945 es divisible entre 3 pues 9 + 4 + 5 = 18 y 18 es multiplo de tres
315 3 315 es divisible entre 3 pues 3 + 1 +5 =9y 9 es multiplo de 3
105 3 105 es divisible entre 3 pues 1 + 0 +5 = 6 y 6 es multiplo de 3
35 5 35 es divisible entre 5 por termina en 5
7 7 7 es un numero primo solo divisible entre el mismo y la unidad
1

2x2x3x3x3x5x7=3780
Se podria resumir en forma de potencia como 22 x 33 x 5 x 7 = 3780

ISPl Potenciacién y radicacién




Ejemplo 2

V16 a%b1* = {23 x 2 x a® x b12x b2 = 2 x a3 x b*\/2 x b2 = 2a3b*}/2b2
16

2
2
2
2

8
4
2
1

24
Radicales semejantes

Son aquellos que tienen el mismo indice y la misma cantidad subradical

Ejemplo: 2'\IT 5_\1 3; 1/2.\1 3

Suma y resta de radicales

Para sumar algebraicamente dos o mas radicales se reducen a su forma mas simple y se
combinan los términos con radicales semejantes.

Ejemplo: J32-~8 + 0
& = o3 = 2 7= 4
& -\z2- 247
(T =777 - o2
e N P S ERPACR N e oy

Multiplicacion de radicales del mismo indice

Se multiplican los coeficientes entre si y los radicados entre si, colocando este Ultimo pro-
ducto bajo el signo comun y se simplifica el resultado.

Ejemplo: multiplicar

2 15 por 34| 10

215x 3 10=6 150 = 6] 2.3.52 =30 6

Potenciacién y radicacién



. Ejemplo: multiplicar

2 3 6 1 2
SYEx2B3=—=324=2322.3=233=1373
2 4 12 2 2

3vx - 2 por Vx

(3Vx -2) Vx = 3y/x2-2vx =3x-2Vx

(3v2 -5v3) (42 + V3)
12x2-17V6-5x 3

24-17V6 -15=9-176

Multiplicacion de radicales del distintos indices

Reduccion de radicales al minimo comun indice: Se halla el MCM de los indices dados, que
sera el indice comun, y se eleva cada radicando a la potencia que resulta entre el indice

de su radical.

Ejemplo:
V3= {36 = 4729
V5= Vst = V625
V2= %2 =48

Se reducen los radicales al minimo comun indice y se multiplican como radicales del mismo
indice.

Ejemplo: multiplicar
5V2a por m
5v2a = 53/(2a)° = 5Y8a°
V4azb = (4a2b)? = 16a*h?

54/8a2 x /16a*h? = 53128a’b? = 53/26.2a6.bh2 = 10a4/2ab?

Potenciacién y radicacién




Division de radicales
Para la divisién de radicales del mismo indice se dividen los coeficientes entre si y los
radicandos entre si, colocando este Ultimo cociente bajo el radical correspondiente y se
simplifica el resultado.

3Vi5 1
12V3 4

Si tienen indices diferentes se hace la reduccién de radicales al minimo comun indice al
igual que en la multiplicacion y se procede a dividir como en el ejemplo anterior.

5v2a 58843 5

En este Ultimo caso se hizo la reduccién de radicales al minimo comun indice (visto en de-
talle en el ejemplo de la multiplicacion).

PRACTICAR:
11. Simplificar:

a. V50 f 1/108as5h”
b. 348

9. 5a3/160x7y%213

c. V54

1 h. v/80a%bSc1?

3

—V128
d. 2 i. 2xy3/128x2y8

4/ 1
e. 2V243 i 3V81a%h

N| —

12. Simplificar resolviendo las operaciones indicadas::

a. V80 - 24/252 + 3405 - 3v/500
b. 7v450 - 44/320 + 3v/80 - 5v/800

1 1 3 1
C-E\/l__ﬁ\/l_8+ 4—\/4_8 + E\/ﬁ
d.a¥250b - 43/3ab® -53/2a3b + 3b3/3a
e.33/a3 - V128 + (4h)¥2

Potenciacién y radicacién



PRACTICAR:
13. Multiplica:

a.V3x V6
b_5\/ﬁx2\/§

1 2

5
gi/ﬁx 12350

1
xV2ax E V5a
3
f. 13\/9a2 x 833ab

14. Multiplica o divide segun sea el caso. Reduce los radicales al minimo comun

indice.:
2 Vaxa
2\/Ex5i/4_
c. 23\/;+ 2/}

d. \/}x3/2x2

e. 32ab + 4+/8a3

f V9x?yx V81x°

radical
indice

- n T &
a —

radicando
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Racionalizacion

Racionalizar el denominador de una fraccion es convertir dicha fraccion, cuyo denominador
es irracional en otra equivalente cuyo denominador sea racional. Podemos tener dos casos
de racionalizacion de denominadores:

Cuando el denominador de la fraccién es un
monomio

Se multiplican los dos términos de la fraccion por el radical, del mismo indice que el dado
y con una cantidad subradical tal que al multiplicarla por la dada en el denominador dicho
producto sea una potencia igual o multiplo del indice.

Ejemplo: 3
1. Racionalizar el denominador de: \/?
X

3 2  2x 3V2x

= — X — =
V2x  V2x  V2x 2

2. Racionalizar el denominador de:

2
V9a
2
V32q
2 2
= X = =
Voa  V32a V3a2  }/(3a)? 3a

V3a2  23V3a®>  2V3a?

Cuando el denominador de la fraccion es un binomio
Se multiplican ambos términos de la fraccion por el conjugado del denominador y se sim-
plifica el resultado.

Expresiones conjugadas
Dos expresiones son conjugadas cuando difieren en el signo que une sus términos.

va-vVb y a++b
3V2+ V5 y 3V2-45

Son expresiones conjugadas

Potenciacién y radicacién



“El producto de dos expresiones conjugadas es racional”

Ejemplo 1:

(3v2 - V5)(3v2 + V5) = (3v2)?(¥/5)% = 18 - 15 = 13

Ejemplo 2:

4-2

2+ 5V2
4-V2 _ (-2 (2-5/2) _8-22V2 +10
2+5V2  (245/2) (2-5J2)  2°- 5,/2)?

_18-22,/2) 18-22V2 9-11v2 11v2-9
~ 4-50 ~  -46 -23 23

Racionalizar el denominador de:

Cuando el denominador contiene tres (3) radicales

Para racionalizar un denominador que contiene 3 radicales, multiplicariamos 2 veces por el
conjugado.

Ejemplo: Asiracionalizamos la expresion:

5 _ 5 [(V2-+3)- V5]
VZ-V3+ 5 (V2-V3)+ 5 |(V2-V3)- 5|

S[(VZ-v3)-v5]  5(VZ-V3)-vF
(VZ-V3)2-(V5)? 2-2V2-+3) +3-5

5(VZ-V3-V5) V243
T 22vs  VZ V3

_5(V2- VI8 - V30)

-2(2)(3)
_ -5(2v3-3V2 - V30)
B 12
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PRACTICAR:

15. Racionalizar: el denominador de:

a. 1
V3
3
b, —=
4+/5
2a
C.
VZax
5
d.
¥Vzaz?
1

V2 - 35
& V2 +45
19
h. 5v2-44/3
Denominador Factor Denominador
Irracional Racionalizante | Racionalizado
rﬁ: (17 n >u nom
Ja + b Na=b
Ja-b Ja + b
S + b Ya" ~Yab +3b
a3 |7 Yab+ 36|

T l:ll:'l_l \
Wit

T
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Constante, variable y expresion
algebraica

Una Constante es una cantidad que no cambia nunca de
valor, el niumero Pi (r), que es la razén entre la circunferencia
de un circulo y su diametro, es un ejemplo de constante y su
valor aproximado es de 3.1415926535... La constante n es
un nUumero irracional ya que su representacion decimal no es
finita ni periodica. Otro ejemplo de constante es el nimero 2 o
cualquier otro numero real.

Una Expresion Algebraica es un enunciado matematico que
puede contener todos o algunos de estos elementos; variables,
representadas por las letras, contantes, 6 sea, numeros y
simbolos de operaciones. Por ejemplo:

3x + 5, en esta expresion el 3 y 5 son contantes, la x es una
variable, + es uno de los simbolos, y también entre la constante 3
y la variable x implicitamente hay un simbolo de multiplicacion. El
exponente de la variable en este caso es el uno.

En el caso de -3x2 la constante y la variable estan relacionadas
por el producto, el exponente de la variable es 2 y el signo
negativo es de posicion, no de operacion.

Estos son también ejemplos de expresiones algebraicas en los que aparecen las
operaciones de division y radicacion.

1 X-5
— 3x% +Vx - 2
x+3x X2 + 2

Estos son también ejemplos de expresiones algebraicas en los que aparecen las
operaciones de division y radicacion.

PRACTICAR:

1. Completa la siguiente tabla:

Expresion Constantes Variables Exponentes Simbolos

-3x%y

V5a

4a — 5 + 3
3x

6x2y3 + 3x°

2a%-b

Expresiones algebraicas y operaciones




Coeficiente

Monomio

1

2

X’y

3

Parte literal

Término. Elementos de un termino

Un Término es una expresion algebraica no separada por signos de suma o resta (+
0 -). Sus elementos son: signo (positivo 0 negativo), coeficiente numérico (constante),
parte literal (variable) y grado (exponente).

Signo\- 5 x3/Grado
-

Coeficiente numérico \ Parte literal

Este es un término de tercer grado, ya que el exponente de la variable es tres.
En el siguiente caso, “X”, también estan todos los elementos, aunque no veas algunos
de ellos.

Aqui el signo es positivo, el coeficiente numérico es uno al igual que el exponente que
indica que es un término de grado 1. En ninguno de esos casos es necesario marcarlos,
+1X1.

El grado absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus partes literales.

Por ejemplo, el término 3x2y3z, es de 6to grado pues la suma de los exponentes de su
partes literales es 6 (2 + 3 +1).

Termino Algebraico Clasificacion Definicion

Zxdz® Entero Mo tiene denominador literal
Ta Fraccionario Sudenominadar es literal
8h

Sxdzt Racional Mo tiene radical

2\{4_13’ Irracional Sitiene radical
3a?b®, 7a*h Homogéneos Poseen el mismo grado absoluto
2x, 3x* Heterogéneos Poseen distinto grado absoluto

En todos los casos la definicion hace referencia a las partes literales. Asi —a3 no es

fraccionario y /3x no es Irracional, aunque en el primer caso el coeficienté numérico
sea una fraccion y en el segundo, el término tenga coeficiente numérico irracional.

MONOMIO

Es una expresion algebraica de un solo término cuyos exponentes pertenecen al
conjunto de los numeros Naturales, ast:

-3x2 es un monomio pues el exponente 2 es un nimero Natural, sin embargo:

5 , . .
R 3./¥? no son monomios pues en el primer caso, el exponente de la x después

de aplicar la propiedad de potencias negativas seria -1y en el segundo caso aplicando
la propiedad de exponente fraccionario, el exponente de la y seria Eaninguno de estos
exponentes pertenecen al conjunto de los numeros Naturales. :

Expresiones algebraicas y operaciones



PRACTICAR:

2. lIdentifica los elementos de los siguientes términos (signo, coeficiente numérico,
parte literal y grado absoluto).

a) 3x2z b) x c) mc? d)-ap
e) 0.5xy°® f)5 g) -8x2y*z8

3. Identifica cuédles de las siguientes expresiones algebraicas son monomios.

a)  —5vx?
40

b) =

c) 5x?

d) —
x2vh

e) -bx

4. Clasifica los siguientes términos atendiendo a si tienen o no denominador literal y
a si tienen o no radical en la parte literal.

a) x*

2
O 3By
c) 3

¥
d) V 3xy?
e) A

va

5. De los siguientes términos escoge dos pares de homogéneos y dos pares de hete-
rogéneos.

a) bx?y3%  b) -3x%yz; c) -bx4; d) 4xyz; e)-2a’b?; f) a*b?

Expresiones algebraicas y operaciones




Términos semejantes y
no semejantes

Los términos semejantes son los que tienen la misma parte literal, elevadas a los mis-
mos exponentes.

Los términos 4x2y3; -5 x2y3; yx? son semejantes aunque tengan diferentes coeficientes
numéricos y en el dltimo caso no estén en el mismo orden. En los tres términos las
partes literales son x?y y&.

Los términos no semejantes tienen diferentes partes literales.

3x2y?3; 3y?x3 son diferentes pues sus partes literales aunque son iguales estan elevadas
a diferentes potencias.

PRACTICAR:

6. Identifica si los siguientes pares de términos son semejantes o diferentes:

a) 5x?y3; 5y3x?

O

-3x%yz ; 2 x3zy

o

d

)

)

) -6x3y%z2; x3z2y®
) 4x3y3; -7Tx3y?
)

e) -2a’b? b?a?

7 Hallar dos términos semejantes para cada uno de los términos dados a continua-

cion:

a) -3x5?
b) -2x%2z
c) -xty
d) 4xdyz?
e) -4a°b?
fy 2a°p®
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Adicion y sustraccion de términos
semejantes

Solo se pueden sumar o restar términos semejantes, o sea los que tienen la misma parte
literal con los mismos exponentes. Para esto, se opera con los coeficientes numéricos
con las reglas de suma y resta de numeros reales y la parte literal permanece igual. Por
ejemplo:

Reduce los términos semejantes de la siguiente expresion algebraica, 3x + 2y =5 -7
+ 3y —4x

Identifico los términos semejantes, y opero con los coeficientes numéricos. En este caso:

3X —4x = —X
2y + 3y = by
S5-7=-12

Entonces: 3x -2y + 5-7 + 3y -8x = —x + 5y —-12

Veamos este otro ejemplo:
3 5
%x2y3 +V3z23w? - 243 w223 + Ey?'xz + 5x3y? = ;xz}rE‘ — V3 w?z3 +5x3y?

En este caso los términos del mismo color son semejantes aunque las letras no estén
en el mismo orden. Se procede a operar con los racionales e irracionales correspon-
dientes y las letras del resultado por convencionalismo matematico se ponen en orden
alfabético.

También observa que el 5x° y?2 no es semejante a ningun otro término, pero debe apa-
recer en el resultado.

. PRACTICAR:

8. Reduce los términos semejantes en las siguientes expresiones algebraicas:
a) 4g9+59-79+q-=

b) —-12ab + 5ba +a2b-7ba =

c) —X2+8+bx+2x—-3-5x2+2=

d) %a—2a+ga—a=

e) 9x®-3xy + byx - 5x® =

fy Vx—3Vx+2y—5Jx -3y

9)  X¥—=X2+ 4x% - X2 +x2y — xy? + 2xy? — 3x?y =

Expresiones algebraicas y operaciones




Evaluacion de expresiones

algebraicas
En algunos casos, como en las férmulas, las expresiones alge- L{'u?, -
braicas adquieren valor numérico al ser sustituidas las variables L
. - . Y (1) +300)=
por valores constantes. Por ejemplo: & s
Determina el valor numérico de las siguientes expresiones alge- M4+ 3=
braica para 4 = - =1
P a=2,b=-1 yc=3 1N
1
Ea +3b—v27c =

1 1
S@+3-1- ’27(5) =1-3-V9 =-2-(+3) = -5

Recuerda que las raices pares tienen dos resultados posibles
en este caso, laraiz de 9 es 3 y -3, por esto tiene dos resultados
posibles.

PRACTICAR:

9. Determina el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas
2
para x= =2,y=3 yz=3

a. S5x*=3xy+2x%yP+2z=

b —2x%z 4+ x%y? + 3y =

3x2yd—z2
C. _—
X+VyE
d.  =3xPyeixiy-z
3x

€ 4xd—x¥y+3yI+z

10. Resuelve los siguierntes problemas:

a. La produccion promedio mensual de platanos del pais esta determi-
nada por la expresiéon B = 5x? + 3x? + 8x + 10. Hallo la cantidad de
platanos producidos en un mes, si x= 100

b. Y sienotromes la produccion de platanos se establece con la expre-
sion P = 10x + x + 12x + 5, ja cuantos platanos equivale si x = 407

c. La expresion P= 5x? + 8x -10 representa el estimado de la produc-
cién mensual de prendas en una fabrica de vestidos. jCuantas pren-
das elaboraron en el mes si x = 127

d. La distancia en metros recorrida por un cuerpo en funciéon del tiempo
esta determinada por la expresion D = 3t2 + 6t - 4;;,cudl es la distan-
cia recorrida en metros, al cabo de 60 s7?
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T6 Operaciones con expresiones
algebraicas que contienen
simbolos de agrupacion

Para resolver este tipo de operaciones procedemos igual como lo haciamos con las
operaciones aritméticas, o sea siguiendo el orden légico de las operaciones, solo que
tomando en cuenta la reduccion de términos algebraicos semejantes.

e Se resuelven las operaciones dentro de los paréntesis. Si hay mas de uno se van
eliminando los paréntesis de adentro hacia afuera.

e Serealizan las potencias y raices de izquierda a derecha.
e Se resuelven las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha.
e Serealizan las sumas y restas.

Recuerda que si tenemos un factor delante de un paréntesis, aplicamos la propiedad
distributiva.

Veamos.

Resolver:

B5x —4 ((8x)? + 4x — (7x — (6x — 1)) — X)

5x —4 ((8x)2 + 4x — (7x —6x + 1) — X)

El paréntesis interno (6x — 1) tiene un signo negativo delante, se aplica la propiedad
distributiva, multiplicandolo por —1

Bx -4 ((3x)2 + 4x = (x + 1) = x)

Reducimos términos semejantes en el paréntesis (7x —6x + 1)

5x -4 ((3x)2 + 4x —x = 1 = X)

Aplicamos la propiedad distributiva multiplicando por —1 el paréntesis (x + 1)

5x -4 (92 + 4x —x — 1 -X)

Resolvemos la potencia.

Bx —4(9x® + 2x — 1)

Reducimos términos semejantes en el paréntesis.

5x —36x>- 8x + 4

Aplicamos la propiedad distributiva multiplicando por -4

-36x>-3x + 4

Reducimos términos semejantes y ordenamos decrecientemente con relacion a los ex-
ponentes siempre que sea posible. Esto Ultimo es un convencionalismo matematico
para presentar los resultados.

PRACTICAR:

11. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas:
a) -3a+(-4a+6a-7-(-2a+4a+7a-8-(-5a+9a))-1+3a)
b) -5x-(-(-(-3x+2y-6x+7y-20y+43x))-15x+18y)
c) 4ab-23ab+32a%-(-1+6a2-8ab+9a2+(-5ab+3a%-2ab+1)-12a2)
d) -3a+(-4b+6a-7b-(-2a+4b+7b-8a-(-5a+9b))-1b+3a)
e) 15x-(-3y+4)+(6y-3x+(2-5x+7y)-11-(-4x+6y-(-2y+1+3x)-6))
f) -3(-4a-5b-15c-4(-2a+9b-10c-(-8a)-7b+9c)-16a+7b)
g) -8-5(-4xy+8x-5(7x+6xy-3x-5(3xy+2x-5x)-2(11xy+12xy))-23x)-37xy
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54b+3ab-5b+2

5, +3, -5 y +2 son coeficientes

a, b son las variables

Bt G 243

7x4-2%74 3x-6
&
%=1
x5-bx?+abx?+abix?

Bty + Suiyt - Tuy! + B

@ M = O W b

Polinomios. Definicion y
operaciones

POLINOMIO

Expresion algebraica formada por mas de un término cuyos ex-
ponentes pertenecen todos al conjunto de los numeros Natura-

les, atendiendo al numero de términos pueden clasificarse en:
— : : Polinomios ’
Binomios, los que tiene dos términos.

3x + 1

N

Trinomios, los que tienen tres términos. -x2+5x-3
2x% + 3x - 1

Cuatrinomios, los que tienen 4 términos.

5x3 —5x% + 2x + 1

Los polinomios de méas de cuatro términos se denominan aten-
diendo al numero de ellos.

7x4- 2x3 — 3x? + X + 5 = Polinomio de cinco términos.

Los siguientes son casos de expresiones algebraicas que no son
polinomios, ya que algunos de sus términos no tieqen exponen-
tes naturales, el (x2 +2) se convierte en (x* +2)?; s = xtyyx =x

b s

x-5 1
_— _ 3x2+Vx -2
X2 + 2 x+3x

Grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus mono-
mios o términos.

P (x) = 5x + 3x2- x° + 5 es un polinomio de grado 5.

Para determinar el grado de un polinomio que depende de més
de una variable, se suman los exponentes de cada término. La
Suma mas elevada determina el grado del polinomio.

P(x,y) = 4x°y?— 5xy? + 3y -2 es un polinomio de grado 4.
POLINOMIOS ESPECIALES

Polinomios nulos: son aquellos que tienen todos sus coeficien- Recuerda que
tes iguales a 0. el coeficiente

Ej: P (x)= 0x° + Ox?> + Ox +0 O sea, P (x) =0

principal es

el coeficiente
Polinomios constantes: son aquellos que no tienen variables. del término de

Ej.: P (x) = 30 mayor grado.

Polinomio ménico: son aquellos polinomios de una variable en
donde el coeficiente principal es uno.

Ej:P(X)=x2+5x+6

Expresiones algebraicas y operaciones m



POLINOMIOS ORDENADOS, COMPLETOS E INCOMPLETOS

Cuando trabajemos con polinomios, con frecuencia es preciso
utilizar algunos términos que nos resultaran imprescindibles.
Veamos algunos.

Un polinomio esta ordenado cuando sus monomios, o término,
estan ordenados de mayor a menor grado o de menor a mayor
grado.

Q (x) = 2-x+ 7x* -x° = El polinomio no esté ordenado.

Q (<) = 7x- x-x +2 = El polinomio si esta ordenado.

Un polinomio esta completo cuando posee todos los términos
con grado, desde el mayor hasta el grado 0. En caso contrario se
dice que el polinomio esta incompleto.

Q(x) = x +X-7= polinomio incompleto.

Q (x) = x + 6x°-8x° + X-7 = polinomio completo.

SUMA'Y RESTA DE POLINOMIOS

La suma o resta de polinomios se puede efectuar como una suma
o resta de monomios, considerando cada término del polinomio
como un monomio. Por tanto:

e Se suman o restan los coeficientes de los monomios seme-
jantes entre si manteniendo la parte literal comun.

e Posteriormente, los resultados de esas sumas o de esas res-
tas, se escriben uno tras otro, originandose el polinomio re-
sultante de la suma o resta original. (4x? - 3x + 5) + (6x-x-1) =
(4x? - %) + (-3x + 6x) + (5-1) =3x> + 3x + 4

N N

x4 3xd +x |+1

- x3 |Fx% |+5x| -2

x* || x3||-4x% |+6x| -1
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Para realizar de una forma mas sencilla la suma o |la resta de dos polinomios:

e Se ordenan los polinomios de forma que el grado de sus términos vaya decre-
ciendo.

e Se colocan en fila de tal modo que coincidan los términos de igual grado. Se
operan sus coeficientes.

Ejemplo:

Calcula las siguientes sumas y restas de polinomios:

a. (-5x + 4x° = 7x* + ) + (2x— 5x?- 8+ 5x)

® | os ordenamos en orden decreciente de los grados de sus términos:

(-7X + 4x° + 3x?-5x + 1) + (5x3 b5x2 + 2x — 8)

Los colocamos para que coincidan los grados de sus términos y operamos:

-TX* 4+ 4x8 + 3x2—b5x + 1

" 5x? 4-5x2— 2x — 8 (4x2+ 2x -6)+(3

STXE 4+ 9x3-2x2 —-3X -7

b. (6x2 - 6x3 + 3) — (8x3— 9x -4+ bx* — x?)

La resta de dos polinomios es la suma del primer polinomio con el opuesto del
segundo:

-6x° +5x2 43

+5x4-8x3+ X2+ 9x + 4

—5x* —14x3 + 6% + 9X +7

MULTIPLICACION DE POLINOMIOS

La multiplicacién de dos polinomios es otro polinomio cuyos términos se obtie-
nen al multiplicar cada término del primer polinomio por cada término del segundo.
Luego se debe reducir y ordenar el polinomio resultante.

Dos polinomios se pueden multiplicar de la misma manera en que operdbamos con
numeros de manera tradicional: escribiendo un factor encima del otro, multiplican-
do cada unoy sumando al final. No obstante, es mas frecuente (y rapido) hacer uso
de la propiedad distributiva como veremos a continuacion:

Calcula:
(5x3 + 2x2—x +3) ® (4x3 + x -2)
Se multiplica cada término del primer polinomio por el segundo:
=53 (Ax3+ X —2) + 2X2 (4x3 + X —2) =X (4x® + x -2) + 3(4x® + x-2) =
Se hacen los productos término a término, con especial atencion a los signos:
=20x® + 5x*— 10x3 + 8x5 + 2x3 — 4x* — X% + 2x + 12x3 + 3x -6
Se reduce y ordena el polinomio resultante:

=(5x3 + 2x2 =X + 3) ® (4x° + x- 2) = 20x8 + 8x° + x* + 4x3-5x°> + 5x — 6

ax?/+ 2X

x2+7)(+5

.e+3ﬁ*7x+5

RECUERDA

Producto de potencias

Para multiplicar dos
potencias de la misma
base, se deja la
base y se suman los
exponentes.

X™ e xn = x™"
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DIVISION DE POLINOMIOS
El método de la divisién es parecido a la division numérica.

Observa la siguiente division: (6x3— 2x? + X + 3) + (X°— x + 1).

Bx3—-2x° + X+ 3 [xX2—Xx +1

— Bx3 + 6X2 — BX 6% 1. Colocamos los polinomios y dividimos los tér-
minos de mayor grado; multiplicamos el co-

4x% - 5x +3 . o2 L
ciente por los términos del divisor y restamos
el resultado del dividendo obteniendo el primer

6x-2x2+ x+3 X2—X +1 resto parcial.
- 6x® + 6x% — 6X 6x +4 : . :

, 2. Repetimos el proceso con el polinomio resul-
4x7-5x+3 tante hasta obtener un resto parcial de grado

—4x% + 4x -4 menor que el grado del divisor.

- X -1

El resultado es 6x + 4 y el resto, R(x) =-X- 1. La prueba de la
division permitira verificar que el resultado es correcto:

Cociente e Divisor + Resto = Dividendo.

Para poder realizar la division, el grado de di-

videndo tiene que ser mayor o igual que el del

divisor.

Divide el polinomio 3x® + 2x3— x2 -4

e FEscribimos los dos polinomios ordenados ) )
entre el polinomio x3 + 2x2 + 1

segun las potencias decrecientes de x. Si
el polinomio dividendo es incompleto, deja-

mos espacios en blanco correspondientes 3x%P +2x3—x? 42+
a los términos que faltan. -3x5- 6x* - 3x2 32 Bx + 14
e Dividimos el primer monomio del dividendo - 6;;-"+ 2 - quE -4
(en este caso, 3x5) entre el primer monomio Bt 41257 +6x
del divisor. 14xé‘_m
e Multiplicamos el cociente obtenido por el di- S1dx:- 282 -14

visor y escribimos el opuesto del resultado.
-32¢"+ By -18

e Restamos el producto obtenido del dividen- , ,
do. Ello equivale a sumar el opuesto. 3x* —6x+ 14 = Cociente
, N . . 32x? + 6x+ 18 = Residuo
e Bajamos el siguiente término del dividendo,
en nuestro caso no hay, y repetimos el pro- El grado del cociente es igual al
Ceso. grado del dividendo menos el

grado del divisor.
RECUERDA
Division de potencias Division de monomios

Para dividir dos potencias de la
misma base, se deja la base y
se restan los exponentes.

xm
= x™n }x,

"\Il‘f

xn
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Vamos a dividir P (x) = 3x® 6x* .— 13x3— x + 4 entre Q (x) = 3x® + 2.

3x% + 6x* —x3 +13x2—x +4 3x° + 2

- 3x° - 2x?
6x*—3x3 +13x® x+ 4
—6x4 —4x?

34+ 9x% -x +4

ciente
+ 1 oo 3x3 +2X
X
- 5
g * BW X2 + X + 4
W - 3% - 9x? -6

X—2

KD esiduo
2 Asi, el cociente es C (x) = x32x2 + 3y el resto es R (x) = x 2.

PRACTICAR:

12. Clasifica las siguientes expresiones algebraicas en monomio, binomio, trinomio o
polinomio de mas de tres términos, también indica su grado.

a. 3x% + x5 - 7x

b. 3a*-2ya + 3 a2
c. 13xy

d. 3x® - 2x

e. X% + 4x3—x% - x

f. 7x-2x3 + 3x°-x -9

13. Escribe un polinomio nulo, dos constantes y dos ménicos.

. Ordena los siguientes polinomios:
a. PX)=-6+X-2x3+5x+4x2+ 12-7x2
b. Q(x,y) = 5x?y? + 8xy - 1- x2y2 + 11y? - 5xy + 3xy?
c. Rly)=y'—y+5-7y2+4y°

d. S(a,b) = 3a%b + 5a° + 6b° + 3ab?
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15. De los siguientes polinomios identifica cuédles estan completos y cuales no.
a.2x-3x2+ 5
b. x- 2x°+5x?- 6x + 3
C.4x2—-6X°+7x-8
d. 4 + 5x —2x2-3x8
e.8x—-2x+5x2-5
f. 4x3- 6x+ 2
g.4x*-6a®+2a+3x?+ 5
h.7x2+x -2
i.—2+3x+7x®

j- 8 + 2x —3x3 + 5x?

16. Efectua las siguientes operaciones con polinomios:
a. (5x® + 2x2—=3x + 2) + (2x% + 5x3 - 3)
b. (x* +X—4x + 3) + (X2 + 7x® + 2x - 2)
C.(X*+5x-3x®—x2+ x4) + (-3x5+ 4x + 5bx3—8x + 2)
d. (5x® + 2x2— 3x + 2) - (2x? + 5x — 3)
e. (X4 +x-4x+3)— (X +7x®+2x-2) 16
f. (x* + Bx -3x® - X% + x*) — (-3x5 + 4x + 5x3 -8x + 2)
g. (4ab? + 6a + 3b%) — (ab®*-7a + 5a%b)
h. (4xy? —5x + 2y — 6x3y) + (By2 - 2x3y + 4 X + xy?)
i. (—2x2y + 3xy? — 5Cx?y?) — (4xy? £ 3x3y? — 4x%y)
j- (ab® - 5a?b + 4a%b?) + (3a%b? — 4a%b + a®b)
k.(7+2a-6c +8b)-(4a-2c + 3-D)
l. (1/2-3/5a + 1/4b) + (2/3 — 6a + 2/3b)
m. (2/3b%c — 3b + 4c?) - (1/2b + 1/5b%c + 6¢?)
n. (1/3a + 2/3b + 5¢) + (1/2a - 6¢ + 3b)
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17. Realiza los siguientes productos:
a. (2x? + 4x2—5x + 2)® (3x + 1)
b. (x?+3x3—1) ¢ (-x2 + 3)
Cc.(3x°—6x2 +2)e(1-5/2x°
d. (6 —4x3+ 5/7 x 2x?) ® (1+ X% —X)
18. Dado P (x) = 2x% +5x +1 Q(x)=7x-1
a. P(x) ® Q(x)
b. P(x) ¢ R(x)
c. Q(x) ® R(x)

19. Resuelve:
a. xX*+3+x
b. 2x* + 3x3-2x + 2
C.X°-3¢+4+x2+x
d. 2x% + 5x* = x3+4x2 -7 + 2x2 - 1
e. 10x2-5 —3x* + 2x® + x+2
f.2x4—5x% —2x®+x -4 +x-3
g.3-3x +6x*+x+ 1)
h. X%+ 8 + 6x2 + 12x+ x-2
i. X6+ 8+6x%+ 12x+x+2

-1 +-1

y

R (x) =x?-3
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